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Lukuteoria

1. Tutki, ovatko seuraavat relaatiot ekvivalenssirelaatioita joukon N kaikkien osajoukko-
jen joukolla:

a) C ~ D <= on olemassa bijektio f: C' — D,
b) C ~ D <= on olemassa injektio f : C'— D.

Vastaus: a) Kylla. b) Ei.

2. Olkoon joukon R x R relaatio p méiritelty ehdolla
(a,b) p(c,d) joss a=djab=c.

Onko tédmé relaatio
a) refleksiivinen,
b) symmetrinen,

c) transitiivinen?
Vastaus: a) Ei. b) On. c) Ei.
3. Etsi jokin edustajisto seuraaville annetun joukon A ekvivalenssirelaatioille ~:

a) A=ZXZ, (a,b)~ (c,d),joss a—cjab—dovat molemmat parillisia.

b) A= M:y.»(R), P~ Q, joss det P = det Q.
4. Olkoon a € Z. Osoita, ettd luku a2 + 1 ei ole neljilld jaollinen.

9. Etsi kaikki sellaiset positiiviset kokonaisluvut n, ettéd luvuista n, n+2 ja n+4 jokainen
on alkuluku.

Vastaus: Ainoa ratkaisu on n = 3.

6. Laske syt(242963, 702191) ja esitd se muodossa 242963u + 702191v, missd u,v € Z.



Vastaus: syt(242963, 702191) = 7 = 242963 - (—6286) + 702191 - 2175.

7. Osoita, etti syt(8a + 3,5a + 2) = 1, aina kun a € Z
Vihje: Tutki erikseen tapaukset a > 0, a =0 ja a < 0.

8. Olkoon n jokin luonnollinen luku, n > 1. Merkitddn N = n! 4 1. Osoita, ettd
a) luvun N kaikki alkutekijit p toteuttavat ehdon p > n,
b) luvuista N+ 1, N+2, ..., N+ n —1 ei yksikddn ole alkuluku.

9. Etsi kussakin kohdassa kaikki sellaiset positiiviset kokonaisluvut m, ettd annettu
kongruenssi on voimassa:

a) 27=4 (mod m)

b) 1000 =1 (mod m)

c) 1331 =0 (mod m)

Vihje: Tutki lukujen 27 — 4, 1000 — 1 ja 1331 alkutekijdhajotelmia.

Vastaus: a) 23. b) 3,9, 27, 37, 111, 333, 999. c) 11, 121, 1331.

10. Laske luvun n = 11 + 2! + 3! + - - - + 100! pienin ei-negatiivinen jainnos
a) modulo 5,

b) modulo 7,

c) modulo 48.

Vihje: Kuinka pitkélle kyseisen luvun kertomatermejé on laskettava?

Vastaus: a) 3, b) 5, c) 9.

11. Osoita, ettii Diofantoksen yhtilolld 522 — 3y? = 7 ei ole yhtéin kokonaislukuratkai-
sua.

12. Etsi luvun 247 + 3 - 97 pienin alkutekijé kun n on positiivinen kokonaisluku.

Vihje: Tarkastele aluksi kyseistd lukua arvoilla n = 1,2,3,... ja yritd havaita jokin kaava
pienimmalle alkutekijélle.

Vastaus: 5.



13. Lukuja F, = 22" + 1, n € Zsg, sanotaan Fermat'n luvuiksi. Osoita, etti Fermatn
luvut ovat pareittain suhteellisia alkulukuja, tai siis kahden erisuuren Fermat’'n luvun F},
ja F,, suurin yhteinen tekiji on 1.

Vihje: Osoita ensin, etté Fj, = (F_; — 1)¥ 4 1 kaikilla 0 < i < n.

14. Todista: Olkoot a, ¢ ja m > 0 kokonaislukuja ja d lukujen a ja m suurin yhteinen
tekija. Kongruenssiyhtalo
ar =c¢ (mod m)

on ratkeava, jos ja vain jos d jakaa luvun c. Jos yhtdlé on ratkeava, silla on tédsmaélleen d
erisuurta ratkaisua valilla 0 <z <m — 1.

15. Etsi kokeilemalla kongruenssiyhtiliden 4z = 6 (mod 10) ja 3z = 7 (mod 10) kaikki
ratkaisut 0 < x < 9.

Vastaus: 4 ja 9; 9.

16. Osoita, ettei luku 232 + 1 ole alkuluku.
Vihje 1: Kyseinen luku on jaollinen luvulla 641.
Vihje 2: Kongruenssiyhtiloistd 5 - 27 = —1 (mod 641) ja 5* = —2* (mod 641) voi olla apua.

17. Miks on luvun 1234123 jakojadnnds, kun sité jaetaan luvulla 77

Vihje: Tutki ensin luvun 1234 jakoja&nndosta.

Vastaus: 2.

18. Osoita, ettei yht#lolla 22 = 3 + 62 ole kokonaislukuratkaisuja.
Vihje: Tutki yhtédlo6d modulo 7.

Ryhmit

19. Osoita, ettéd parillisten kokonaislukujen joukko 27 muodostaa ryhmén kokonaislu-
kujen yhteenlaskun suhteen.

20. Olkoon G ryhmé. Todista seuraavat véitteet:
a) Jos G on kommutatiivinen ryhmi, niin (ab)? = a?b* kaikilla a,b € G.
b) Jos (ab)? = a*b* kaikilla a,b € G, niin G on kommutatiivinen.

¢) Jos a? =1 kaikilla ¢ € G, niin G on kommutatiivinen.

21. Laadi ryhmén Zj ryhmétaulu ja ratkaise sen avulla ryhméssd yhtilo 7z = 5.



Vastaus: z = 2.

22. Olkoon S, = {a | a:N, — N, on bijektio}, missd N, = {1,2,...,n}. Olkoon
G = (Sp,0), missi (a0 f)(z) = a(B(x)), kaikilla a, 3 € S,, ja z € N,,.

a) Osoita, ettd G' on ryhmé.
b) Onko H ={a €S, | a(l) =1} ryhmén G aliryhm&?
c) Onko K ={a €S, |a(l)# 1} ryhmén G aliryhm?

Vastaus: b) On. c) Ei ole.

23. Misti alkioista ryhmén R* aliryhmé < .S > koostuu, kun

a) S = {_1}7

b) 5={3},
c) S=277
Vastaus: a) < S > = {1} b) <S>={3"|neZ} c) <S>=Q"

24. Olkoon G ryhmé, a € G ja luvut m,n € Z suhteellisia alkulukuja. Oletetaan, etta
a™ = 1. Osoita, ettd on olemassa sellainen b € G, ettia a = b™.

25. Tutki, ovatko seuraavat ryhmaét syklisia:

a) ZQ X Zg,
b) ZQ X Z4.
Vastaus: a) On. b) Ei ole.

26. Olkoon G ryhmé, joka ei ole kommutatiivinen. Osoita, ettd ryhmalla G on ainakin
kolme eri aliryhméé.

Vihje: Ajattele ryhmén generoivaa joukkoa.

27. Osoita, etté joukko

muodostaa ryhmén matriisikertolaskun suhteen.

28. Osoita, ettd nelist
QR, ={a’|acZ,}

muodostavat ryhmén Z7 aliryhmén. Luettele ryhmien QR7, QRg ja QQRy; alkiot.



29. Osoita, ettei ryhmé G = Z7, ole syklinen. Etsi jotkin kaksi alkiota, jotka generoivat
koko ryhmén G.

30.

a) Montako alkiota on ryhméssé Z;,?
b) Osoita, etti 3° 21,3 £ 1ja3 % I ryhméssi Z%.

c) Osoita a- ja b-kohtien avulla, ettd Z7, on syklinen ryhmaé.

Vastaus: a) 16.

31. Olkoon G = Ziyo ja H alkion 23 generoima ryhmin G aliryhmé. Tutki, mitki
ryhmén G alkiot kuuluvat aliryhméan H.

Vihje 1: Ryhmin G alkiot 0,1,2,...,108 voi olla mukavampaa ajatella muodossa

Vihje 2: Ratkaise ensin ord(23).

Vihje 3: Yrité 16ytdd jokin pieni positiivinen luku n, jolla <7 > = < 23 >.

32. Olkoon G joukko, @ joukko siini médriteltyjd binddrioperaatioita (paria (G,0)
kutsutaan algebraksi, ryhmé on siis erés erikoistapaus algebrasta) ja ~ ekvivalenssirelaatio
joukossa GG. Relaatiota ~ sanotaan kongruenssiksi, jos se tayttaa ehdon

josa~bjac~d, niin (axc)~ (bxd),
kaikilla joukon O operaatioilla * ja joukon G alkioilla a,b,c ja d (vertaa lukukongruens-
siin).
a) Osoita, ettd ehdolla
[a] * [0] = [a + D]

mééritelty joukon G/~ bindérioperaatio on hyvin mééritelty eli ehdoista [a] = [b] ja
[c] = [d] seuraa [a] * [c] = [b] * [d], jos ~ on kongruenssi. (TAmé& merkitsee, ettd (G/~,O)
on algebra, jos ~ on kongruenssi.)

b) Olkoon nyt O = {x} ja (G, *) (kommutatiivinen) ryhmé, jonka neutraalialkio on e.
Osoita, ettd myos G/~ on (kommutatiivinen) ryhmaé, ts. kaikki (kommutatiivisen) ryhmén
ehdot periytyvit ryhmaéltd G algebralle G /~, jos ~ on kongruenssi.

c) Osoita, ettéd jos H on ryhmén G normaali aliryhmé ja ~ ehdolla

b~ a, jos ja vain jos b € a x H



médritelty ekvivalenssirelaatio, niin ~ on kongruenssi.

d) Osoita, ettéd [e] on ryhmén G normaali aliryhmé, jos ~ on kongruenssi.
33. Misria ryhmin G = Z*, aliryhmén A = {1,4} kaikki sivuluokat.

34. Tutkitaan ryhmis G = Zy x Zg, missé (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d), aina kun
(a,b), (c,d) € G. Olkoon H alkion (1,3) generoima ryhmén G aliryhmi.

a) Miksi H on vélttdméatta normaali aliryhmé&?
b) Kuinka monta alkiota aliryhméssd H on?

c) Jaa koko ryhmé G aliryhmén H (vasempiin) sivuluokkiin, ja etsi jokin sivuluokkien
edustajisto.

d) Kirjoita edustajiston avulla ryhmén G/H ryhmétaulu.
e) Onko G/H syklinen ryhmé?

Vastaus: a) Koska G on Abelin ryhmaé. b) 2.
c) G=((0,0)+H)U((0,1)+H)U((0,2)+H)U((0,3)+H)U((0,4)+ H) U ((
d)

ol
o
+
=

I

+ 0,00+H (0,1)+H (0,2)+H (0,3)+H (0,4)+H (0,5)+H
0,00+ H | (0,0)+H (0,1)+H (0,2)+H (0,3)+H (0,4)+H (0,5)+H
0,1)+H | (0,1)+H (0,2)+H (0,3)+H (0,4)+H (0,5 +H (0,0)+H
0,2)+H | (0,2)+H (0,3)+H (0,4+H (0,5 +H (0,00+H (0,1)+H
0,3)+H | (0,3)+H (0,4+H (0,5+H (0,00+H (O,1)+H (0,2)+H
(0,4)+H | (0,4+H (0,5+H (0,00+H (0,1)+H (0,2)+H (0,3)+H
0,5)+H | (0,5)+H (0,00+H (0,1)+H (0,2)+H (0,3)+H (0,4)+H

e) On.

35. Tutki, mitki seuraavista kuvauksista ovat homomorfismeja:
a) fiR—-R, f(z) =2,

b) f:Z—-Z, fx)=x+1,

) fiR SR, f(x) = |a]

Vastaus: a) On. b) Ei ole. c) On.
36. Oletetaan, ettd ryhmit G ja Gy ovat isomorfiset. Todista seuraavat viitteet:

a) Jos G on Abelin ryhmé, my6s G; on Abelin ryhmaé.
b) Jos G on syklinen ryhmé, myos G on syklinen.

37. Tutki, ovatko seuraavat ryhmét isomorfiset:



a)  (R?+)ja(C +),
b) ZjaZ xZ.
Vihje: Voivatko alkioista (1,0) ja (1, 1) molemmat kuulua homomorfismin f : Z — Z x Z kuvaan

Im(f)?
Vastaus: a) Ovat. b) Eivit ole.

38.
a) Olkoot G ja G’ ryhmié, f: G — G’ isomorfismi ja ¢ € G. Osoita, ettd

ord(c) = ord(f(c)).

b) Olkoon G ryhmi ja a,b € G. Millainen kaava saadaan a-kohdan tuloksesta, kun
tarkastellaan isomorfismia f : G — G, f(x) = aza™! ja valitaan ¢ = ba.

Vastaus: b) ord(ba) = ord(ab).

39. Etsi ryhméstéd Zj, jokin kertalukua 16 oleva alkio. Konstruoi sitten isomorfismi
ryhmien Z7, ja Z¢ vélille.

Vihje: Mitéd vaihtoehtoja ryhmén 77, alkioiden kertaluvuilla on?

40. Osoita, ettd funktiot
fla)= (gL s) Ja 9(@) =(57)
ovat homomorfismeja ryhmaéltéa (R, +) ryhmédn GLo(R). Mitké ovat niiden ytimet?
Vihje: Tarvitset trigonometrian kaavoja
sin(z +y) =sinzcosy + cosxsiny ja cos(x+y) = cosxcosy —sinzsiny

eli sinin ja kosinin summakaavoja. Jilkimméisen néistd saa todistettua huomaamalla, ettd yk-
sikkdympyrén pisteiden (cos(z+y),sin(z+y)) ja (cos0,sin0) = (1,0) vilimatka toisiinsa on tés-
mélleen sama kuin —y asteen verran kierrettyjen pisteiden (cosz,sinx) ja (cos(—y), Sin(—y)) =
(cosy, —siny) vilimatka, eli

(cos(z +y) — 1)2 + (sin(z 4+ y) — 0)2 = (cosx — cosy)? + (sinz 4 siny)>.

Haluttu kaava saadaan tisté sieventdmélld, kun muistetaan, etti sin® z + cos?z = 1 (kateettien
nelividen summa on hypotenuusan nelio, joka yksikkdympyrin tapauksessa on yksi).

Témén jélkeen saadaan todistettua kaavat cos(m/2 — x) = sinx ja sin(w/2 — x) = cosx tissd
jirjestyksessé. Ndiden kahden ja kosinin summakaavan avulla saadaan lopulta sinin summakaava.

41. On olemassa homomorfismi f @ Zyy — 7Zsy, joka midrdytyy ehdosta f(1) = 5.
Luettele muiden alkioiden kuvat. M&aaraa taman homomorfismin ydin ja kuva.

42. Luettele ryhmén G = Zjg alkiot. Osoita, ettd G on syklinen. Etsi sitten sen kaikki
aliryhmét.

Vihje: Kuinka suuri kertaluku ryhméallda G on? Minké additiivisen ryhmén kanssa G on silloin
isomorfinen?



Renkaat

43. Anna esimerkki joukoista A ja R, A C R, sekii joukossa R mééritellyistd binédrio-
peraatioista + ja -, joilla

a) (A, +,) ja (R,+,-) ovat renkaita, mutta (A, +,-) ei ole renkaan (R, +,-) alirengas,
b) liséksi (A, +,-) el ole nollarengas,

c) lisdksi A on adéreton joukko.

44. Seuraavassa esitetiin joitakin rationaalilukujen joukon Q osajoukkoja, joiden maé-
ritelmissd murtoluku * tarkoittaa aina supistettua murtolukua, jossa siis osoittajan m ja
nimittdjén n suurin yhteinen tekiji on yksi (m,n € Z, n > 0). Mitké néisté osajoukoista
ovat rationaalilukujen renkaan alirenkaita?

a) Ry ={"|n on pariton},
b) Ry = {%|m on pariton},
c) Rs3={"|n on kakkosen potenssi}.

d) Maéérité viela l6ytédmiesi renkaiden yksikkoryhmiit.

45. Olkoon R positiivisten reaalilukujen joukko. Maéritelldén siind uudet yhteenlasku-
() ja kertolaskuoperaatiot (x) sddnnéilla

rdy=x-y ja x*y:xlgy,

misséd lgy tarkoittaa luvun y kymmenkantaista logaritmia. Osoita, ettd (Rs,®,*) on
kommutatiivinen rengas.

46. Tutki, muodostavatko seuraavat matriisijoukot renkaan My(R) alirenkaan:

) ’a,b,cER},

a,b,cER},

) ‘a,b,c,d,e,fG]R}.

Vastaus: a) Ei, b) ei, c) kylla.

47. Olkoon (H,+,-), H = {a +bi+ c¢j + dk | a,b,c,d € R}, ns. kvaternionirengas,
jonka nolla- ja ykkosalkiot ovat Oy = 0 ja 1y = 1, jonka operaatiot + ja - rajoitettu-
na reaaliluvuille R ovat reaalilukujen tavanomaiset yhteen- ja kertolaskut ja jossa pétee
laskusdannot:
iP=j2=k>=-1, ij=k, jk=i, ki=]j
ja
ai =1ia, aj=ja, ak =Kka,



aina kun a € R.
a) Laske ji, kj ja ik.

b)  Olkoon kvaternionin ¢ = a + bi + ¢j + dk konjugaattikvaternioni alkio ¢ = a — bi —
cj — dk. Laske qq.

c) Osoita, ettd renkaan H yksikkoryhmé on H* = H \ {Og}.
d) Merkitadn M(zy, 2z3) = ( 1 22) kaikilla z, 29 € C. Osoita, ettd joukko

H/ = {M(Zl,Zg) | 21529 € C}

muodostaa renkaan My(C) alirenkaan.

e) Osoita, ettd renkaat H ja H' ovat isomorfiset.

48. Osoita, ettd renkaan
Z[i| ={a+bi|a,beZ}

kaikki yksikot ovat 1,1, —1 ja —i.

Vihje: Jos z = a + bi, niin 2Z = a? + b%. Jos 2129 = 1, niin 21207123 = 1.

49. Olkoon R rengas. Alkioiden a,b € R sanotaan kommutoivan, jos ab = ba (kommu-
tatiivisessa renkaassa siis kaikki alkiot kommutoivat toistensa kanssa). Osoita, ettd a ja b
kommutoivat, jos ja vain jos kaikilla kokonaisluvuilla n > 1 pétee yhtalo

(a—0b)(a" " +a"2b+a" P+ ab” D) = a" - b

50. Renkaan R alkiota a sanotaan nilpotentiksi, jos a™ = 0, jollakin kokonaisluvulla
n > 0.

a) Mité nilpotentteja alkioita on renkaassa Zig?
b) Enté renkaassa Z;57

c) Osoita, ettd jos a € R on nilpotentti, niin 1 —a € R*.

Vastaus: a) 0, £2, +4, £6 ja 8. b) 0.

51. Olkoon R joukko, @ joukko siind médriteltyjd binddrioperaatioita (paria (R, Q)
kutsutaan algebraksi, rengas on siis erés erikoistapaus algebrasta) ja ~ ekvivalenssirelaatio
joukossa R. Relaatiota ~ sanotaan kongruenssiksi, jos se tayttda ehdon

josa~bjac~d, niin (axc)~ (bxd),

kaikilla joukon O operaatioilla * ja joukon R alkioilla a, b, ¢ ja d (vertaa lukukongruenssiin).

a) Osoita, ettd ehdolla
[a] + [b] = [a * b]



mééritelty joukon R/~ bindérioperaatio on hyvin mééritelty eli ehdoista [a] = [b] ja
[c] = [d] seuraa [a] * [c] = [b] * [d], jos ~ on kongruenssi. (Tamé& merkitsee, ettd (R/~, O)
on algebra, jos ~ on kongruenssi.)

b) Olkoon nyt O = {+,-} ja (R,+,-) (kommutatiivinen) rengas. Osoita, ettd myos
R/~ on (kommutatiivinen) rengas, ts. kaikki (kommutatiivisen) renkaan ehdot periytyvét
renkaalta R algebralle R/~ jos ~ on kongruenssi.

c) Osoita, ettid jos I on renkaan R ihanne ja ~ ehdolla
b~ a, jos javain josb € a+ I
médritelty ekvivalenssirelaatio, niin ~ on kongruenssi.

d) Osoita, ettd [0g] on renkaan R ihanne, jos ~ on kongruenssi.

92. Osoita, ettd matriisirenkaalla R = My (R) ei ole kuin triviaalit ihanteet {0} ja R.

Vihje 1: Oleta, etté I on jokin mielivaltaisesti valittu, nollasta eroava, renkaan R ihanne ja o € 1
nollamatriisista eroava matriisi. Osoita ensin, ettd ihanteessa I on télloin sellainen matriisi, jossa
on tasan yksi nollasta eroava alkio.

Vihje 2: Jatka sitten osoittamalla, ettd ihanteessa I on sellaisia matriiseja, joissa on tasan yksi
nollasta eroava alkio méérétyssé paikassa (vasemmassa yldkulmassa, oikeassa yliakulmassa, jne.)

Vihje 3: Kolmanneksi néyté, ettd ihanteessa I on ainakin yksi sddnndéllinen matriisi.

Vihje 4: Ensimmaéisen vihjeen osoittamiseksi tutki matriisin « kertomista eri puolilta matrii-

seilla ((1) 8), (8 (1)) € R. Toisessa vihjeessé voit puolestaan kdyttda matriisia ((1) (1)) € R.

53.

a) Luettele kaikki ryhm&homomorfismit f : Zg — Zo.
b)  Mitki néistd homomorfismeista ovat myos rengashomomorfismeja?

c) Miten tilanne muuttuu, kun edelld Zg ja Zy vaihtavat paikkaa?

54.

a) Osoita, ettd ylikolmiomatriisit
0(R) = {(34) | ab.de R}
muodostavat renkaan.

b)  Osoita, ettii (R? +,-) on rengas, kun biniérioperaatiot méiritetiéin ehdoilla

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d), (a,b)-(c,d)=(a-cb-d).

c) Osoita, etté ehto
f(ba) = (a.d)
miérittelee rengashomomorfismin f : Us(R) — R2.
d) Maaritd Ker(f) ja Im(f).
e) Minkaélaisen isomorfian renkaiden homomorfialause antaa d-kohdan tilanteessa?

f)  Onko renkaalla Uy(R) sellaista alirengasta, joka olisi isomorfinen renkaan R? kanssa?



Vastaus: d) Ker(f) ={(38) |beR} = (%) jaIm(f) =R2
f) On: {(29) | a,d € R}.

99. Oletetaan, ettid R ja S ovat renkaita, h : R — S rengashomomorfismi ja I renkaan R
ihanne. Télloin h(R) on renkaan S alirengas ja h(I) renkaan h(R) ihanne. Onko kuitenkin
mahdollista, ettd h(I) ei olisikaan renkaan S ihanne?

Vastaus: On.

56. Oletetaan, ettd R on rengas, jonka karakteristika on nelji (sama karakteristikan
médritelmé toimii myos yleisemmin mille tahansa renkaalle, mutta talloin karakteristika
ei valttdmitta ole pelkdstddn alkuluku tai nolla).

a) Osoita, ettd kaikille a,b € R on voimassa (a + b)* = a* + 2a?0? + b* ja (a + b)® =
a® + 2a*b* + b8.

b)  Miten tétéd voisi yleistda?

57. Etsi yhtilon 22 4+ 8z = 1 ratkaisut
a) renkaassa Zsg,

b)  kokonaisalueessa Z;;.

Vastaus: a) 1 ja £3. b) —4.

98. Olkoon I = 5Z]i] kokonaisluvun 5 generoima Gaussin kokonaislukujen renkaan ihan-
ne.

a) Onko jaddnnosluokkarengas Z[i]/I kokonaisalue?

b)  Onko jadénnosluokka 1+ 4 + I renkaan Z[i|/I yksikko?

Vastaus: a) Ei ole. b) On.

Kunnat

59. Oletetaan, ettd p on alkuluku ja (R, +,-) rengas, jossa on p alkiota. Osoita, ettd R
on kunta.

60. Oletetaan, ettd (D, +,-) on &dérellinen kokonaisalue, jossa on ¢ alkiota. Osoita, ettd
jokainen z € D toteuttaa yhtédlon
! =x.



61. Osoita, ettd kokonaisalueen
Zli|={a+bieC|abeZ}
osaméérdkunta Q(Z[i]) on isomorfinen kunnan
Qi ={a+bieC]|abeQ}

kanssa.

62.

a) Mitki joukoista

S1 = {% m,n GZ,5|m,n7é0},
Sy = {% m,n 6Z,5|m,5fn},
53:{% m,nGZ,E)J(n},
54:{?—” ‘ m,nEZ,nzO}

ovat rationaalilukujen kunnan Q alirenkaita, mitké alikuntia?

b) Kommutatiivista rengasta R sanotaan lokaaliksi renkaaksi, jos sen epayksikot muo-
dostavat ihanteen, eli joukko

Er ={a € R| a ei ole renkaan R yksikko} = R\ R

on renkaan R ihanne. Mitkd joukoista Sy, S, S3 ja Sy ovat lokaaleja renkaita?

c) Osoita, etté lokaalin renkaan R epéyksikkojen joukko Er on maksimaalinen ihanne.

Vastaus:
a) 57 on alikunta, S3 ja Sy ovat alirenkaita, mutta eivét alikuntia, ja So ei ole edes alirengas.

b) Sl ja Sg.

Polynomirenkaat

63. Olkoon R rengas, joka ei ole nollarengas.

a) Osoita, ettei mikddn renkaan R alkioista voi samanaikaisesti sekd kuulua yksikko-
ryhméén R* ettd olla nollanjakaja.

b) Olkoon [ = < x* — 1 > polynomirenkaan R[z] ihanne. Onko alkio = + I jaAnnos-
luokkarenkaan R[z]/I yksikko?

c) Entaz—1+17

Vastaus: b) On. c) Ei ole.



64. Generoiko polynomi z maksimaalisen ihanteen renkaassa
a) Rlz],
b) Zx]?

Vihje: Onko olemassa homomorfismia, joka kuvaa ko. renkaan kunnaksi ja jonka ydin on kysei-
nen ihanne?

Vastaus: a) Kylli. b) Ei.

65. Olkoon I = {p(x) € Z[z] | p(0) on parillinen luku}.
a) Osoita, ettd I on renkaan Z[z| ihanne.
b) Osoita, ettd polynomit x ja 2 generoivat ihanteen I.
c) Osoita, ettei Z[z] ole pddihannerengas.

Vihje: Voit todistaa c-kohdan osoittamalla, ettei I ole padihanne. Tdmé&n puolestaan saa o0soi-
tettua lahtemélla liikkeelle siitd vastaoletuksesta, etté I olisi yhden polynomin generoima, jolloin
syntyy ongelmia ihanteeseen kuuluvien polynomien x ja 2 kanssa.

66. Jos K on kunta ja p(z) = ag+ a7 + - - - + a,z”™ € K[n] on astetta n oleva polynomi,
niin sen resiprookkipolynomi on p(x) = apx™ + a;z™ ' + -+ + a, = 2"p(1/x).

a) Osoita, ettd polynomi 2° + 22 + 1 on jaoton renkaassa Zs|[z].
b)  Osoita, ettd jos p(c) = 0, jollakin alkiolla ¢ € K \ {0}, niin p(c™') = 0.

c) Osoita, ettd pg(z) = p(x)d(z) eli polynomien tulon resiprookkipolynomi on resi-
prookkipolynomien tulo.

d) Osoita, ettd my6s polynomi z° + 2% + 1 on jaoton renkaassa Zy[z].

67. Oletetaan, ettd p(z) € Zy[x] on k-asteinen polynomi. Osoita, ettd on olemassa
sellainen binomi g(z) = 2™ + 2" € Zy|z], ettd p(x)|q(z), missd 0 < m < n < 2k

Vihje 1: Tarkastele eri monomien z" jakojéénnoksia ry,(z) modulo p(x). Onko olemassa koko-
naisluvut 0 < m < n, joilla r,,(z) = ry(x)?

Vihje 2: Kuinka monta erilaista jakojaénndspolynomia r,(x) voi enintédén olla?

68.

a) Osoita, ettd polynomi p(z) = z* + x + 1 € Zy[x] on jaoton.

Olkoon ihanne I = < p(z) >, kunta K = Zs[x]/I ja jdénnosluokka a = =z + 1 € K.
Merkitéaédn vield kunnassa K: 1=14+1ja0=0+ [.

b) Etsi alkioille a® ja o'? esitys sellaisina alkion o polynomeina, joiden aste on enintééin
kolme.

c) Osoita, ettd joukko A = {0,1,a”,a!®} on kunnan K alikunta.



69. Onko polynomin z jisnnssluokka yksikks renkaassa
a) R =Rx]/<2®>+3>,

b) Ry =Z:[x]/< 2* + 3 > tai

c) Ry=7Zylz]/< x® >?

Vastaus: a) Kylli. b) Kylla. c) Ei



