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Suurin yhteinen tekija

Kahdella kokonaisluvulla ja b on aina vahintaan yksi yhteinen positiivinen tekija, nimittéin 1.

Maaritelm&. Olkootaja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen on nollasta eroava. Lukajerb suurin yhteinen
tekijg, syt(a,b), on lukud, joka méaéritellaén seuraavasti:

(a) d>0,
(b) d|ajad]|b,

(c) josc|ajac|b,ninc|d.
Luku syt(a, b) on siis lukujera ja b yhteisisté tekijoista suurin.

Jos lukujera ja b suurin yhteinen tekija on 1 sanotaan, etta luwjg b ovatsuhteellisia alkulukuja

Lause. Josajab eivat molemmat ole nollia, niin sga, b) on olemassa ja se on yksikasitteinen. Lisaksi on olemassa
sellaiset kokonaisluvut ja v, etta
syt(a,b) = ua+vb

Todistus. Todistetaan, etté sfd,b) on joukonA = {xa+yb| X,y € Z} pienin positiivinen luku, tdma todistaa
lauseen vaitteet.

Koska luvuta ja b eivat ole molemmat nollia, on joukosgaselvéasti nollasta eroavia alkioita. Todetaan lisaksi,
etta joukossa on positiivisia alkioita. Jox € A ja X < 0, niin X = Xpa + Yyob joillekin luvuille Xg ja yp. Silloin
—X = (—Xp)a+ (—Yo)b on joukonA positiivinen luku.

Oletetaan, etta joukof pienin positiivinen luku o = ua+ vb. Naytetaén ensin, etth] a. Jakoalgoritmia kéyttaen
saadaan
a=qd-+r, missd 0<r < d.

Té&sta saadaan
r=a—qd=a—qg(ua+vb) = (1—qu)a+ (—qv)b.

Nain ollenr kuuluu joukkoonA. Luvund minimaalisuudesta johtuen or= 0, siisd | a.
Samoin nahdaén, etdib; siis d on lukujena ja b yhteinen tekija. Jos myds on néaiden yhteinen tekija, niin
c| (ua+vb) eli c jakaa luvund. Koskad > 0, niin ¢ < d, ja siisd = syt(a,b). O

Huomaa, etté edellisen lauseen luwja v eivat ole yksikéasitteisid. Esimerkiksi $#t6) =2=2-4—1.6=
(-1)-4+1-6.
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