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Aliavaruus

Maédritelma. JosU CV jaU on vektoriavaruus vektoriavaruudegsa+, -) maariteltyjen laskutoimitustes ja -
suhteen, sanotaan kolmikk@d, +, -) vektoriavaruuderV, +, -) aliavaruudeksi

Triviaalisti (V, +, -) on itse itsensé aliavaruus, muita sen aliavaruuksia sanatdaiksi

Huomaa, ettd vektoriavaruudévi +, -) nollavektori® on myds sen aliavaruud€b, +, -) nollavektori. Jos aliava-
ruuden(U, +,-) nollavektori olisi®’, niin silloin vektoriavaruudessd voitaisiin laskesd’ = €' + 6'. Lisaamalla
tassa yhtaldssa puolittain nollavektoBinvastavektori vektoriavaruudesgssaadaa = ©'.

Koska aliavaruugU, +, -) on vektoriavaruus, joukkd siséltda alkioidensa summat ja skalaarimonikerrat. Tallgin
sanotaan, ettdl on suljettuvektoriavaruuden laskutoimitusten suhteen. Seuraavassa lauseessa maaritelladn nama
ehdot tarkasti ja todetaan, etté ne ovat riittavat ehdot sille, etté vektoriavaruuden osajoukko on aliavaruus.

Lause. [Aliavaruuskriteeri] Vektoriavaruude(V, +,-) joukonV epétyhja osajoukkt) muodostaa aliavaruuden
(U,+,-) jos ja vain josJ toteuttaa ehdot:

(A) josX,Y €U, niin X +Y €U,

(B) josacRjaX U, niinaXeU.

Todistus. Kuten lauseen edelld todettiin on selvaa, ettgidst-, -) on aliavaruus, niin ehdot (A) ja (B) toteutuvat.
Oletetaan nyt, etté vektoriavaruudéh +, -) joukonV osajoukolleU ehdot (A) ja (B) toteutuvat, ja naytetaan,
etté tasta seuraa se, eftd, +,-) on aliavaruus. Pitaéa siis nayttaa, eftd +,-) on vektoriavaruus. Koskd on
joukonV osajoukko, sen alkiot toteuttavat triviaalisti ehdot V1, V2 ja V5-V8, koska jolKaikiot toteuttavat
ne. Koska kaikillaX € U C V on sivun Vektoriavaruuden ominaisuuksia ensimmaisen lauseen mukaarb)
nahdaan valitsemalla ehdossa (B) luvukst O, ettd® € U. Samoin valitsemalla = —1 nahdaan, ett& X € U
kaikilla X € U. Nyt postulaattie’V3 jaV4 yhtalotX +8 = X ja X + (—X) = 6 patevat joukossd, koska ne péatevat
joukossav.[]

Ehdot (A) ja (B) ovat yhdessé ekvivalentit seuraavan ehdon kanssa:

(AB) josa,beRjaX,Y €U, niinaX+by eU.

Nollavektori muodostaa yksindan aliavaruudé@}, +, -). Téma ja vektoriavaruus itse ovaiaalit aliavaruudet
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