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Ryhman perusominaisuuksia

Seuraava lause antaa kayttoon monesti tarvittaylaman yhtalén supistussadannon

Lause. Olkoon (G, ) ryhmé jaa, b, c € G. Silloin
(a) josaxb=axc, ninb=c,
(b) josbxa=cx*a, ninb=c.

Todistus. Oletetaan, etté b = axc. Koskaa on ryhman alkio, on silla kaanteisalkao . Silloin operoimalla
talla kaanteisalkiolla oletuksen yhtalod vasemmalta puolelta saadaan

alx(axb)=alx(axc).
Olkoone ryhmén neutraalialkio. Neutraalialkion ominaisuuksien ja ryhméan assosiatiivisuuden nojalla saadaan

b=exb=(alxa)xb=(alxa)xc=exc=c.

Vastaavasti voidaan todistaa kohta (D).

Edellisen lauseen perusteella voidaan yhtalésté = ax* ¢ supistaa molemmilta puolilta alkia. Huomaa, etta
yhtélostdax b = cxa ei yleisesti voi poistaa alkiotamolemmilta puolilta, vain Abelin ryhmissa tamé on yleisesti
mahdollista.

Lause. RyhméassdG, ) patee:

() Ryhman neutraalialkie on yksikasitteinen.
(ii) Jokaisella alkiollaa € G on yksikésitteinen kaanteisalkao .
(i) Josac€ G, niin (a ) t=a
(iv) Kaikilla a,bec G: (axb)™*=b 1xal.
Todistus. (i) Tehdaén vastaoletus, ettéd ryhmé&l@, =) on kaksi neutraalialkiotaja €. Silloin ehdon(G2) nojalla
e=ex€ =¢.

Kohta (ii) on edellisen lauseen seuraus.

(iii) K&anteisalkion méaéaritelméan mukaan e 1)t xa
lauseen supistussaantva saadaan @ty = a.

1 — e Toisaaltaaxa™! = e, joten kayttaen taas edellisen

(iv) Suoraan laskemalla saadaan (kdyttéden assosiatiivisuutta):

(a*b)*(b‘l*a‘l) = ((a*b)*b‘l)*a‘l
)«at

(ax (bxb™1))
1 1

= (axe)xa ~=axa =e

Samoin todetaan, ettd~1xa 1)« (axb) = e, joten saadaan véite]
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