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Ryhmien homomorfia

Määritelmä. Olkoot (G,∗) ja (G′,•) ryhmiä. Kuvaustaf : (G,∗) → (G′,•) sanotaan(ryhmä)homomorfismiksi,
jos se toteuttaa ehdon

f (a∗b) = f (a)• f (b) ∀a,b∈G.

Olkoone ryhmän(G,∗) neutraalialkio jae′ ryhmän(G,•) neutraalialkio. Ryhmähomomorfismi kuvaa neutraalial-
kion neutraalialkioksi ja käänteisalkiot käänteisalkioiksi. Siis, josf on homomorfismi jaa∈G, niin

f (e) = e′, f (a−1) = f (a)−1.

Ensimmäinen yhtälöistä nähdään oikeaksi operoimalla yhtälöäf (e) • f (e) = f (e∗e) molemmin puolin kääntei-
salkiolla f (e)−1. Jälkimmäinen seuraa puolestaan siitä, ettäf (a) • f (a−1) = f (a∗ a−1) = f (e) = e′ ja samoin
f (a−1)• f (a) = e′.

Lause. Olkoon f : (G,∗)→ (G′,•) homomorfismi. Jos(H,∗)≤ (G,∗), niin ( f (H),•)≤ (G′,•). Todistus.Koska
(H,∗) on ryhmä, niinH on epätyhjä joukko. Täten myösf (H) on epätyhjä. Olkoona′,b′ ∈ f (H). Silloin joillekin
a,b∈ H ona′ = f (a) ja b′ = f (b). Nyt

a′ • (b′)−1 = f (a)• f (b)−1 = f (a∗b−1) ∈ f (H),

joten väite seuraa aliryhmäkriteeristä.�
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