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Esimerkkejä normaaleista aliryhmistä ja tekijäryhmistä

Esimerkki. Säännöllisten(n×n)-matriisien joukkoGLn(R) = {A∈ Mn×n(R) | det(A) 6= 0} on ryhmä matriisien
kertolaskun suhteen. JoukonGLn(R) osajoukkoSLn(R) = {A∈GLn(R) | det(A) = 1}muodostaa tämän aliryhmän.
Näytetään, että tämä aliryhmä on normaali.

Kaikilla A∈ GLn(R) ja B∈ SLn(R) on

det(ABA−1) = det(A)det(B)det(A−1) = det(A)det(A)−1det(B) = det(B) = 1,

jotenABA−1 ∈ SLn(R). Aliryhmien normaalisuuskriteerin mukaanSLn(R) on normaali aliryhmä matriisien kerto-
laskun suhteen.

Esimerkki. MerkitäänR∗ = R \ {0} ja H =< −1 >= {±1}. Silloin (H, ·) on ryhmän(R∗, ·) aliryhmä. Koska
(R∗, ·) on Abelin ryhmä, on(H, ·) normaali. Ryhmän(R∗, ·) tekijäryhmä aliryhmän(H, ·) suhteen on

R∗/H = {aH | a∈ R∗}= {aH | a∈ R,a > 0}

varustettuna binäärioperaatiollaaH ·bH = abH kaikilla positiivisilla reaaliluvuillaa ja b.

Esimerkki. Abelin ryhmän(Z,+) normaali aliryhmä on(< m >,+) = (Zm,+), kun m≥ 1. Ryhmän(Z,+)
tekijäryhmän tämän aliryhmän suhteen muodostaa

Z/mZ = {k+mZ | k∈ Z}= {k+mZ | k = 0,1, . . . ,m−1},

kun binäärioperaationa on(k+mZ)+(h+mZ) = (k+h)+mZ. Toisin merkittynä:

Z/mZ = {0,1, . . . ,m−1}

ja binäärioperaationa onk+h = k+h. Siis (Z/mZ,+) on jäännösluokkaryhmä modulom eli Z/mZ = Zm.
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