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Esimerkkejä jäännösluokkarenkaista

Esimerkki. Renkaan(Z,+, ·) ihanteita ovat joukotmZ kaikilla kokonaisluvuillam, joilla m > 1. RenkaanZ
jäännösluokkarengas ihanteenmZ suhteen on

Z/mZ = {a+mZ | a∈ Z}= {0,1, . . . ,m−1},

missä operaatiot kaikillaa,b∈ Z ovat

a+b = a+b, a·b = ab.

Kyseessä on siis tuttu rengas(Zm,+, ·) eli jäännösluokkarengas modulom.

Josm= 1 saadaan nollarengasZ/Z = {0}. Yleisestikin pitää paikkansaR/R= {0R}.

Esimerkki. Palautetaan mieleen joukko

Z[
√

10] = {a+b
√

10 | a,b∈ Z}.

Renkaan(C,+, ·) alirenkaana(Z[
√

10],+, ·) on kommutatiivinen rengas (katso Esimerkkejä alirenkaista).

Koska(Z[
√

10],+, ·) on kommutatiivinen rengas, joukon{5,
√

10} generoima ihanne on sivun Ihanteen generointi
ja pääihannerengas lauseen mukaan

< 5,
√

10> = {r1 ·5+ r2 ·
√

10 | r1, r2 ∈ Z[
√

10]}
= {(a1 +b1

√
10) ·5+(a2 +b2

√
10)

√
10 | a1,a2,b1,b2 ∈ Z}

= {(5a1 +10b2)+(a2 +5b1)
√

10 | a1,a2,b1,b2 ∈ Z}
= {5a+b

√
10 | a,b∈ Z}.

IhanteenI =< 5,
√

10> muodostaman jäännösluokkarenkaan

Z[
√

10]/I

mielivaltainen alkio on
(a+b

√
10)+ I = a+ I , a,b∈ Z

sillä b
√

10∈ I .

Jokainen kokonaislukuavoidaan kirjoittaa jakoalgoritmin mukaan muodossaa= 5q+r, missäq, r ∈Z ja 0≤ r ≤4.
Täten

a+ I = 5q+ r + I = r + I ,

sillä 5q∈ I .

SiisZ[
√

10]/ < 5,
√

10>= {r + I | r = 0,1,2,3,4}. Helposti nähdään, että joukon alkiot ovat eri alkioita. Esimer-
kiksi vastaoletuksesta 0+ I = 1+ I seuraa, että 0= 1+ i, jollekin i ∈ I . Pitäisi siis ollai = −1, mutta tämä on
ristiriita, sillä−1 6∈ I .
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