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Huomioita alikunnasta

Millaisia alikuntia kunnallg K, +, -) voi olla? Jokainen alikunta siséltdé kunnégkkdsalkion k. Taten alikunnat
sisaltavat myos kaikki ykkdsalkion monikernatty , missén € Z. TAméa johtaa seuraavaan havaintoon.

Lemma. Jokaisella kunnallgK, +, -) on alirenkaana kokonaisalgB, +, ), missa

Zp, jos chatk) = p,

D={nl |neZ}~ { Z, joschatK)=0.

Todistus. Muodostetaan kuvaus
f:(Z,+,)— (K,+,), f(nj=nlk VneZ.

Osoitetaan ensin, ettd kuvati®n rengashomomorfismi. Kaikilla b € Z on sivun Renkaiden aritmetiikkaa huo-
mioiden perusteelld (a+b) = (a+b)1x = alk + blk = f(a) + f(b). Liséksi f(a-b) = (a-b)lk = a-blk =
alk -blk = f(a)- f(b). Sivun Rengashomomorfismin ydin ja kuva peruste@ha(f),+,-) on kunnan(K,+,-)
alirengas (ja silloin valttamattéd myos kokonaisalue).

Renkaiden homomorfialauseen peruste@ji&er(f) ~ Im (f) C K. Tassa In{f) = {nlk |[n€ Z} ja

PZ,  joschatK) = p,

ker(f) = {n€ Z|nlk =0k} = { {0}, jos chatK) = 0.

Nyt siisD = Im (f) ~ Z/ker(f), ja lemman isomorfiat seuraavat, kun huomataant@¥. = Zp jaZ/{0} = Z.
Sivun Esimerkkeja nollanjakajista ja kokonaisalueista muKdan+-,-) ja (Z,+,-) ovat kokonaisalueitd.]

Lause. Olkoon kokonaisalu¢D,+, -) kunnan(K, +,-) alirengas. Méaaritellaéan joukko
a
Kp = {B ‘ a7b€ D7b7é0D}

Kolmikko (Kp,+,-) on kunnan(K,+,-) alikunta. Liséksi(Kp,+,-) on kaikkien kunnarK alikuntien (F,+,-),
joilla D C F, alikunta.

Todistus. Todistetaan ensimmainen vaite kayttden alikuntakriteerid. KBskaKp ja (D,+,-) on rengas, niin
{1p,0p} € Kp. Olkoot &, & € Kp. Silloin § — & = adb‘dbc € Kp, koskaad — bc,bd € D. Josg # Op, toisin sanoen
c+#0p, niin 8/ =8 e Kp.

Lauseen jalkimmainen vaite on ilmeinen, koska jokainen kgRta-,-), jolle D C F, sisélta& alkioidera, b € D
mukana osamaargh kunb # Op. O

Jos (K, +,-) on lukukunta, sen alirengas on kokonaisalde+,-) (lemman mukaan), ja edellisessa lauseessa
esiintyva joukkoKz = Q.
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