Toisen kertaluvun lineaarinen ja epahomogeeninen yhtalo

Yleisen teorian mukaan toisen kertaluvun epdhomogeenisen yhalpm; (x)y' + Po(X)y
R(x) yleinen ratkaisu saadaan liséamalla vastaavan homogeeniyitatd® (x)y + Po(X)y =
yleiseen ratkaisuun jokin epadhomogeenisen yhtalon yksittaisratkaisu.
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Ratkaiseminen tapahtuu siten kahdessa vaiheessa: Ensin on Idydettava vastaavan homogeeniyh-
talon ratkaisy = C1y1(X) + Coy2(x). Taman jalkeen haetaan jokin — mik&a tahansa — epéaho-
mogeeniyhtalon ratkaisu.

Epahomogeeniyhtalon yksittaisratkaisu voidaan toisinaan 16ytaa arvaamalla sen periaatteellinen
muoto ja sijoittamalla yhtal66n vastaava yrite.

My6s yleinen menettely on olemassa, mutta se on suhteellisen monimutkainen. Samaan tapaan
kuin ensimmaisen kertaluvun tapauksessa sita kutsweaaoiden varioinniksikoska yritteena
kaytetddan homogeeniyhtélon yleisesta ratkaisusta saatavaa lauseketta, jos<a, yakigton

korvattu tuntemattomilla funktioillal ja v: yrite on siteny = u(X)y1(X) + v(x)y2(Xx). Tuntemat-

tomat funktiot pyritddn maaradman siten, etta tama toteuttaa yhtalon.

Differentiaaliyhtal6on sijoittamista varten yrite on derivoitava kahdesti. Ensimmainen derivaat-
ta ony = u'y1 +Vy2+ uy; + vy,, mutta tdméan lauseketta yksinkertaistetaan asettamalla funk-
tioille u ja v lisdvaatimuary; +V'y» = O, jolloin y = uy; + vy,. Lisévaatimus on periaatteessa
mielivaltainen. Koska tavoitteena kuitenkin on 16ytaa viitkin funktiot u ja v, tallainen voi-

daan asettaa, jos osoittautuu, etta ratkaisu voidaan lisérajoituksesta huolimatta I6ytaa.

Koskay' = uy; + vy,, on toinen derivaattg’ = u'y; + V'Y, + uy; + vy,. Yritteen sijoittaminen
differentiaaliyhtal66n ja termien ryhmittdminen sopivasti antaa talléin ehdon

u(yy + Pry; + Poy1) + V(Y2 + Prys + Poy2) + Uy, + VY, =R

Koskays ja y» toteuttavat vastaavan homogeeniyhtalon, kaksi ensimmaista termia Qyaa
jaljelle jaa ehtau'y; +V'y, = R Asetetun lisdvaatimuksen on myds toteuduttava, jolloin funk-
tioidenu ja v derivaatoille saadaan lineaarinen yhtaléryhméa

yiu' +yav =0,
yllu/ + ylz\/ = R

Tasta voidaan ratkaista derivaataja V', minka jalkeen integroimalla saadaan funktiga v.
Etsitty yksittéaisratkaisy = u(x)y1(X) 4+ v(x)y2(x) on siis |[0ydetty.

Ongelmana on kuitenkin, saadaanko derivaatat aina ratkaistuiksi lineaarisesta yhtaloryhmasta.
Tallaisellahan ei valttamatta ole ratkaisua. Riittava ehto ratkaisun olemassaololle on, etta ryh-

man kerroindeterminantti
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poikkeaa nollasta. N&in tassa tapauksessa onkin (jopa kaikilla tarkasteluvaliin kuuluvilla muut-
tujanx avoilla), koska kyseessa on homogeeniyhtalén perusratkaisujen Wronskin determinantti,
joka on# 0 perusratkaisujen lineaarisen riippumattomuuden takia.
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