Vakiokertoiminen homogeeniyhtalo

Kertalukuan oleva lineaarinen vakiokertoiminen homogeeninen differentiaaliyhtalé on
vy 4an vy Y4 pay +agy=0,

missa kertoimedgy ovat vakioita. Yleisen lineaariyhtaldiden teorian mukaan tdman ratkaisu on
muotoa

Y = C1y1(x) +Cay2(X) + - - + Cayn(X),
missé funktioty, ovat lineaarisesti riippumattomia.

Yhtalo voidaan ratkaista yritteella= €%, missa lukur maarataan siten, etta yrite toteuttaa
yhtalén. Yritteen derivaatat ovat yksinkertaisjd? = rke’. Kun nama4 sijoitetaan differentiaa-
liyhtaloon, saadaan

(rM+an_1r" 1+ +air+a9)e* =0.

Tekija €™ voidaan jakaa pois, ja paadytaan polynomiyhtaléonkasakteristiseen yhtaléon

M+an_1r" 14+ +ar+ag=0.

Jos taman juurety, ro, ..., r, ovat kaikki reaalisia ja eri suuria, on loydetty lineaarisesti riip-
pumattomat perusratkaisut:

yl(x) = erlx7 Y2(X) _ er2X7 - Yn(X) —dnx

Jos joukossa on yhta suuria juuria, ei perusratkaisuihin voida ottaa kahteen kertaan samaa funk-
tiota, koska talloin systeemista tulisi lineaarisesti riippuva. Voidaan osoittaa, etta kahden yhta
suuren juurenrg = ro = r) tapauksessa vastaaviksi lineaarisesti riippumattomiksi perusratkai-
suiksi kelpaavay; (x) = € jay2(x) = x€*. Jos yhté suuria juuria on enemman, vastaaviin line-
aarisesti riippumattomiin ratkaisuihin tulee korkeampia muuttj@otenssejays(x) = x%€™

jne.

Jos juurten joukossa on kompleksilukuja, nama esiintyvat liittolukuparejna:a + i3, ro =
o — if. Vastaavat perusratkaisut voitaisiin kirjoittaa kompleksisen eksponenttifunktion avulla
muodossa

y1(X) _ e((x-i—iB)X7 yZ(X) _ e((x—iB)X7

mutta koska differentiaaliyhtald on reaalinen, on luontevampaa kayttaa reaalisia perusratkaisu-
ja. Eulerin kaavae" = cost +i sint avulla voidaan kompleksisten eksponenttifunktioiden avul-

la lausutut ratkaisut muuntaa reaaliseen muotoon, jossa lineaarisesti riippumattomina funktioina
ovat

y1(x) = e™sin(Bx), ya2(x) = €**cogpx).
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