Epélineaarisuus ja kaaos

Epélineaariset differentiaaliyhtalédvat yksinkertaisesti differentiaaliyhtéldité, jotka eivat ole
lineaarisia. Niiden ratkaisuissa esiintyy usein piirteitd, joita lineaaristen yhtaléiden ratkaisuilla
eiole.

Alkuarvoprobleeman ratkaisua kutsutastabiiliksi, jos — hieman epéatasmallisesti ilmaisten

— lahellé toisiaan olevia alkuehtoja vastaavat ratkaisut myds ovat l&hella toisiaan. Lineaarisen
yhtélénkin ratkaisut voivat olla epéstabiileja. Esimerkiksi yht&y6a- y alkuehtojay(0) = 1

jay(0) = 1.01 vastaavat ratkaisut ovgt = €* ja y, = 1.01e*. Naiden erotuy, — y; = 0.01€*

kasvaa rajatta, kur — oo, ts. ratkaisut eivat ainakaan koko alueessaO pysy lahella toisi-

aan. Periatteessa niiden kayttaytyminen on kuitenkin samantyyppista. Selkedmpi ero tulee esiin
verrattaessa alkuehtoj@0) = 0.01 ja y(0) = —0.01 vastaavia ratkaisuja.

Epélineaarisilla yhtal6illa saattaa esiintya epastabiileja ilmidita, joita on tullut tavaksi kutsua
kaoottisekskayttaytymiseksi. Kaikilla epalineaarisila yhtalgilla naita ei kuitenkaan ole. Hyva
esimerkki kaoottisuudesta on toisiinsa kytkettyja heilureita kuvaava yhtaléryhméa

y'(t) = —siny(t) +0.01(z(t) — y(t)),
Z'(t) = —sinz(t) + 0.01(y(t) — z(t)).

Oheiset kuvat esittavat alkuehtoj@d) = z(0) = 0, y(0) = 2.1, Z(0) = 2 ja y(0) = z(0) =

0, Y(0) = 2.101, Z(0) = 2 vastaavia ratkaisuja yz-tasossa. Ratkaisut poikkeavat merkittavasti
toisistaan, vaikka alkuehtojen valinen ero on hyvin vahainen.
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Kuvatunkaltainen epastabiilisuus merkitsee, etta ratkaisujen numeerinen laskeminen tulee lahes
mahdottomaksi: mitatdn ero alkuarvoissa tai mitaton pyoristysvirhe numeerisessa laskennassa
voi johtaa taysin toisenlaiseen ratkaisukayrdan. Itse asiassa edella oleviin kuviinkaan ei ole
luottamista: ne on laskettu numeerisesti.

Monien luonnonilmi6iden kehittymista ajan mukana — esimerkkina vaikkapa saailmiot ilma-
kehasséd — kuvataan differentiaaliyhtal6illa. Jos yhtaldiden ratkaisut kayttaytyvat kaoottisesti,
ei differentiaaliyhtdlomallista periaatteessakaan voida saada kovin hyvin tietoa ilmididen ke-
hittymisesta, vaikka malli sinansé olisikin deterministinen, ts. annettuun alkuehtoon liittyisi



yksikasitteinen ratkaisu. Alkuarvot saadaan nimittain havainnoista — ilmakehan tapauksessa
lampatila, ilmanpaine, tuulen suunta jne. eri havaintopaikoilla — ja naiden tarkkuus on aina
rajallinen. Jos ratkaisut kayttaytyvat kaoottisesti, voi mittausvirhe vaikuttaa oleellisesti mallin
antamaan ratkaisuun.
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