Toisen kertaluvun lineaarinen epahomogeeninen yhtalo: yksit-
taisratkaisu vakioiden varioinnilla

Toisen kertaluvun lineaarista epahomogeenista yhtaloa

y' +y = 2xsinx
vastaava homogeeniyhtald +y = 0 on vakiokertoiminen, ja sen yleinen ratkaisu pr=
Cysinx+Cycosx.

Epahomogeenisen yhtalon yksittaisratkaisun muoto on vaikeasti arvattavissa. Ainoaksi mahdol-
lisuudeksi jaa talldin soveltaa yleista vakioiden variointi -menettely&, jolloin yritteeksi otetaan

y = u(Xx) Sinx+ v(x) cosx ja pyritdan maarittamaan funktiatja v siten, etta tdma toteuttaa yh-
talon.

Yritteen derivaatta oy = ucosx— vsinx+ U’ sinx+V cosx, mutta tata yksinkertaistetaan aset-
tamalla lisdehto
u’ sinx+ Vv cosx = 0,

jolloin y = ucosx— vsinx. Toinen derivaatta on talloiyf’ = —usinx—vcosx+u cosx—V sinx.
Derivaattojen sijoittaminen differentiaaliyhtaléon johtaa itse funktioidga v supistumiseen
pois (nain kay menettelyssé aina), ja jaljelle jaa vain derivaattoja koskeva yhtal6

U’ cosx — V' sinx = 2xsinx.
Derivaatoilleu’ ja Vv on talldin saatu lineaarinen yhtaléryhma
U cosx — V' sinx = 2xsinx,
{ u’ sinx+V cosx = 0,
josta ratkaisemalla saadaan
U = 2xsinxcosx = xsin2, V = —2xsir’x = x(cosX—1).
Naiden integrointi antaa
u(x) = %sin X— %xcosZXJrvakio, V(X) = %cosZmL %xsin X— %xz + vakio.

Etsitty yksittaisratkaisu on talldip= u(x) sinx+ v(x) cosx. Asettamalla vakiot= 0 ja sieventa-
mall& trigonometrisesti tamé voidaan saada muotoon

: 1 1 . 1,
Y = U(X) SinX+ V(X) COSX = Zcosx+ SXSINX — -X"COSX.

Epahomogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu saadaan laskemalla yhteen homogeeniyhtalon ylei-
nen ratkaisu ja saatu yksittaisratkaisu. Koska vakiofa C, ovat mielivaltaisia, voidaan yksit-
taisratkaisun term% cosx ajatella yhdistettavaksi termii@; cosx, jolloin yleiseksi ratkaisuksi
saadaan

. 1 .
y = Cy sinx+ Cycosx+ é(xsmx— xzcosx).
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