Lineaariyhtaldn ratkaisun olemassaolo

Lineaariset differentiaaliyhtélot ovat varsin hyvin kayttaytyvia: alkuarvoprobleemalle on ole-
massa yksikasitteinen ratkaisu sangen yleisilla edellytyksilla.

Lause Olkoon tarkasteltavana normaalimuotoinen kertalukualeva lineaarinen (homogee-
ninen tai epdhomogeeninen) differentiaaliyhtal®
y(n) + Pn_1(X)y<”_1) 4t Pl(x)}/ + Po(x)y = R(x)

(missa siis korkeimman kertaluvun derivaatan kerroin-oh) ja alkuehto

y(X0) =Yo, Y(X0)=VY1, .oy Y H(X0)=Yn-1.

Jos funktioR, k=0,1,...,n—1, ja Rovat jatkuvia tarkasteluvalillda, b], johon alkuehtokohta
Xp kuuluu, niin alkuarvoprobleemalla on télla valilla yksikasitteinen ratkaisu.

Ehto yhtalén normaalimuotoisuudesta on oleellinen. Esimerkiksi Eulerin yhe&8n- 4xy +

6y = 0 kerroinfunktiotP,(x) = X2, P1(X) = —4x ja Py(X) = 6 ovat kyll4 jatkuvia, mutta yhtalén
yleinen ratkaisuy = C1x? + Cox® toteuttaa vakioista; ja Cp riippumatta alkuehdory(0) =

Y (0) = 0. Alkuarvoprobleemalla on talléin aarettdoman monta ratkaisua. Jos toisaalta alkuehtona
on vaikkapay(0) = 0, y'(0) = 1, ei ratkaisua I0ydy lainkaan. Normaalimuodossa yhtél® onkin

4 6
y'= Y +5Y=0

jolloin kerroinfunktiot eivat ole edes maariteltyja alkuehtokohdasszD.

Lause voidaan todistaa samaan tapaan kuin yleisen tapauksen ratkaisun olemassaoloa koskeva
lause. Oleellisena erona on, ettad suorakulmion sijasta voidaan tarkastella y-suunnassa rajoitta-
matonta vyot& (x,y) | a < x < b,—o <y < o}, Seurauksena on, etté ei jouduta rajoittamaan
valia, jolla ratkaisu on olemassa.

Linkkeja

ratkaisun olemassaolo yleisessa tapauksessa
Eulerin yhtalon ratkaiseminen, esimerkki
kolmannen kertaluvun yhtalo, jossa lauseen oletukset eivat tayty, esimerkki
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