Faasitaso

Paitsi ensimmaisen myds toisen kertaluvun differentiaaliyhtéldista saadaan melkoisesti tietoa
graafisilla tarkasteluilla ilman, etta yhtaloa ratkaistaan. Talldin yhtaloé usein kirjoitetaan ensim-
maista kertalukua olevan normaaliryhnman muotoon. Seuraavassa tarkasteltava differentiaaliyh-
taloryhma voi olla tallainen normaaliryhma tai mikéa tahansa ensimmaisen kertaluvun differen-
tiaaliyhtaloryhma.

Normaalimuodossa oleva ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtaléryhma on

y/ = f(t,y,Z),
z’:g(t,y,Z),

missa riippumattomana muuttujanatga tuntemattomina funktioing(t) ja z(t).

Yhtaldryhman ratkaisut ovat funktioparegt),z(t)), ja ne voidaan mieltda yz-tason kayriksi
riippumattoman muuttujanollessa kayrdparametrin asemassa. Tallaista ratkaisukayrien esitys-
ta yz-tasossa kutsutadamsitasoesitykseksi

Ratkaisukayran tangenttivektori ¢y (t),Z(t)), ja sen laskemiseen voidaan kayttaa alkuperais-
ta differentiaaliyhtaléoryhmaa: Jos yhtaléryhma on autonominen, ei oikea puoli riipu eksplisiit-
tisesti muuttujasts, jolloin

(Y (1),Z(t) = (f(¥.2),9(,2)).

Pisteeseefy, z) liittyva tangenttisuunta saadaan siis lasketuksi. Talla tavoin voidaan muodostaa
faasitasoratkaisuille suuntakentta ja sen perusteella hahmotella ratkaisukayrat.

Edella sanottu antaa myos kvalitatiivisen tuloksen: Jos pistégsgaainakin toinen luvuista
f(y,2) jag(y,z) on# 0, on tangenttisuunta tassa pisteessa yksikasitteinen. Talloin kaksi eri rat-
kaisukayraa eivat voi leikata toisiaan. Poikkeuksellisia pisteité ovat ne, jbigsa = g(y,z) =

0, jolloin tangenttisuunta jaéa epamaaraiseksi.

Jos yhtaléryhmaé ei ole autonominen, riippuu tangenttisuunta paitsi faasitason pisteen koordi-
naateistay, z) myos muuttujasté Talldinkin voidaan muodostaa suuntakenttid, mutta ne ovat
erilaisia muuttujart eri arvoilla. Niista ei voida péaéatella ratkaisukayran kulkua, koska tietyyn
pisteeseely, z) kuuluvaa parametriarvdeei tunneta.

Oheinen kuvio on autonomisemn der Polin yhtaléry” — p(1 — y?)y +y = 0 ratkaisukayrien
faasitasoesitys, kun= 1. Vastaava normaaliryhma on

{V:z,
Z =p(1-y")z—y.
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Sovelluksissa rippumaton muuttuja on usein aika ja sen symbolinalamtemattomat funk-
tiot y(t) ja z(t) kuvaavat tarkasteltavan systeemin tilaa hetkelkyseessa voi esimerkiksi olla
partikkelin paikka ja nopeus, jolloin=Y'.
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