Numeerinen ratkaiseminen: perusidea ensimmaisen kertalu-
vun yhtalolle

Ensimmaisen kertaluvun alkuarvoprobleeman

Y =1(xy), ¥()=Yo
numeerisessa ratkaisemisedagkasteluvalille]xg, xo + L| asetetaan jakopisters, X1, ..., Xn,
misséx, = Xo + L, ja pyritdan laskemaan funktionarvoiléx) approksimaatiogy.

Jakopisteexy ovat usein tasavalisidy 1 = Xk + h, mutta valttamatonta tama ei ole. Yleenséa on
L > 0, mutta voi myds olld. < 0, jolloin vali ulottuu alkuehtopisteest& taaksepain. Talloin
onh<O0.

Approksimaatiotyy voidaan laskea useilla erilaisilla menetelmilla. Nama ovat iteratiivisia, ts.
seuraava arvgy. 1 lasketaan aiemmin laskettujen arvojgn v1, ..., Yk avulla. Menetelmien
perustana on yleensa jompikumpi seuraavista lahestymistavoista:

1) Oletetaan, etta ratkaisufunktio§éx) on Taylorin kehitelmd jakopisteesgg
Y%+ h) = y(x) +Y (6)h+ 3y () + - + Zy™ () h" + O(h™)
Y04) + [V 050+ 3y (02 -+ &Y™ (4)h”| 4+ O(h™ 1),

missaO(h"*1) tarkoittaa astetta olevaan Taylorin polynomiin liittyvaa jaannostermié.

Hakasulkulauseke voidaan laskea, kwna y(xx) tunnetaan: Differentiaaliyhtéalon mukaan on
y = f(xy), jolloin Yy (x) = (X, y(%)). Derivaattay” (xx) saadaan derivoimalla differentiaa-
liyhtélé muuttujanx suhteen, jolloin

Y'(%) = T y(X) + fy (X Y)Y (X) = fx(x,y(x)) + fy (%, y(x)) f (x. (),

ja sijoittamalla taham = x. Tasséfy ja fy tarkoittavat funktionf osittaisderivaattoja. Korkeam-
mat derivaatat saadaan vastaavalla tavalla derivoimalla edell& saatua yhtéloa edelleen. Lausek-
keet kayvat kuitenkin varsin mutkikkaiksi.

Kiinnittdmalla Taylorin polynomin aste, pudottamalla jaanndstermi pois ja kayttdmalla funk-
tionarvolley(xy) sille aiemmin laskettua approksimaatigissaadaan menetelma funktionarvon
Y(X%+1) = Y(X + h) approksimaation laskemiseen:

y(xk+1) ~Yk+1 =Ykt g(xkaYO,YL <o Yk h)

Tass&y (X, Yo, Y1, - - -, Yk, h) tarkoittaa joko edelld ké&sitellystd hakasulkulauseketta saatavaa ter-
mia tai sille jollakin tavalla muodostettua, helpommin laskettavaa approksimaatiota. Approksi-
maatio voi perustua funktiof osittaisderivaattojen sijasta yhteen tai useampaan jo laskettuun
arvoonyp, Y1, ..., Yk-

2) Integroimalla differentiaaliyhtaly’ (x) = f(x,y(x)) puolittain valin[xy, xx + h] yli saadaan
Xk+h
Youc) =y = [ Fxy00) dx

Kk

Oikean puolen integraalia ei kuitenkaan voida laskea, koska funktigtaei tunneta.



Approksimoimalla funktiotaf (x,y(x)) jollakin tavoin valillé [x, X + h], voidaan integraalille
laskea likimaaraisarvid(x, Yo, Y1, - - -, Yk, ). T&man perustana voidaan kayttaa yhté tai useam-
paa jo lasketuista arvoisya, y1, - - -, Yk- Vastaavasti kuin edella saadaan menetelma funktionar-
vony(X+1) = Y(X«+ h) approksimoimiseen:

y(Xk-i-l) ~ Yk+1 = Yk +1 (Xk,YO7Y17 coo Yk h)

Yksinkertaisia esimerkkeja em. ideoista ovat Eulerin menetelma ja parannettu Eulerin mene-
telma. Ne ovat kuitenkin lilan epatarkkoja todellisissa ongelmissa. Kayttékelpoisia menetelmia
ovat esimerkiksi edelliseen lahestymistapaan perustuva Rungen — Kuttan menetelma ja jalkim-
maiseen perustuva Adamsin — Bashforthin menetelma.

Linkkeja

numeerinen nakokulma

perusidea korkeamman kertaluvun yhtélolle

Eulerin menetelma

parannettu Eulerin menetelméa

Rungen — Kuttan menetelméa

Adamsin — Bashforthin menetelméa

1. kertaluvun yhtalon numeerinen ratkaiseminen, esimerkki / mma
1. kertaluvun yhtalén numeerinen ratkaiseminen, esimerkki / mpl

Simo K. Kivela 29.03.2001



