Ratkaisun olemassaolo ja yksikasitteisyys

Keskeinen kysymys alkuarvoprobleeman

y’ = f(X7 y)7 y(XO) =Yo

tutkimisessa on, milla edellytyksilla probleemalla toisaalta on ratkaisu ja toisaalta naita ei ole
enempéaa kuin yksi. Ratkaisulla tarkoitetaan talloin jossakin pistegmparistossa derivoitu-

vaa, yhtalén ja alkuehdon toteuttavaa funktiota rippumatta siitd, onko tdma lausuttavissa al-
keisfunktioiden avulla tai I6ydettavissa jollakin integrointimenettelylla.

Ratkaisun olemassaoloa ja yksikasitteisyyttd koskeva paatulos on seuraava:

Lause Funktio f ja sen osittaisderivaatt% olkoot jatkuvia suorakulmiossgx,y) | [Xx—xo| <
a, |y —Yo| < b}. Talloin on olemassa vélko — h, xo + h[ siten, etté& alkuarvoprobleemalla

y =1(xy), yxo)=Yo
on yksikasitteinen ratkaisy(x) talla valilla.

Vali |xo — h, %o+ h[ on muuttujarx vaihteluvalin[xg — a, xo + a] osavdli ja voi olla tatd huomat-
tavastikin suppeampi.

Lauseen todistuksen pohjana on alkuarvoprobleemaa vastaavasta integraaliyhtalosta
V00 =Yorr [ 10y09) o
muodostettu rekursiokaava
Ynt1(X) = Yo+ /x:f(x,yn(X)) dx

Kayttamalla lahtofunktiona esimerkiksi vakiofunktioig x) = yo (= alkuehdossa annettu arvo)
muodostetaan rekursion avulla jono alkuehdon toteuttavia funktigit&), yi(x), y2(x), ....

Tama jono osoitetaan suppenevaksi, jolloin silla on rajafunktio olemassa. Rajafunktion voi-
daan osoittaa toteuttavan sekéa differentiaaliyhtalon ettéa alkuehdon. Lopuksi on vield osoitettava
ratkaisun yksikasitteisyys, ts. naytettava, etta jos s€kiettdz(x) ovat alkuarvoprobleeman
ratkaisuja, nama ovat samat.

Esitetyssd muodossa lause koskee vain ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtal6ita. Tay-
sin vastaavalla tavalla voidaan kuitenkin todistaa kertalukabevan alkuarvoprobleeman rat-
kaisua koskeva lause, kun differentiaaliyhtalo korvataan vektorimuotoisella normaaliryhmalla
Y’ =F(x,Y) ja alkuehto kirjoitetaan muotoon

Yo(Xo) Yo
Y(x0) = : = : | =Y
Yn—1(X0) Yn-1

Todistukseen tarvitaan vain vahaisia merkinnallisid muutoksia, lahinna itseisarvomerkkien kor-
vaamisia vektorin normilla.

Lause esietddn usein hieman vahvemmassa muodossa, jossa fdnbﬁtbtaisderivaatar%:,
olemassaoloa ei tarvitse olettaa. Talloin oletetaan, etta fufikibibeuttaa lauseessa mainitussa



suorakulmiossa ns$asaisen Lipschitzin ehddri(x,y) — f(x,z)| < L|y— z|, miss&L on positii-
vinen vakio.

Taman tyyppinen ehto on kuitenkin oleellinen: Vastaesimerkilla on mahdollista osoittaa, etta
lause ei pade, jos ehdosta luovutaan.
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