Sarjayrite ja rekursiokaavan johto

Olkoon tarkasteltavana toisen kertaluvun lineaarinen ja homogeeninen differentiaaliy/htalo
xy = 0 (Airyn yhtalg missa muuttujam merkki on vaihdettu, ts. x-akselin suunta on kaannetty).

Taman sarjaratkaisu kehityskeskuksena origo saadaan yritteen
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avulla. Sijoittaminen yhtaloon antaa
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2ap + 6agx+ 12a4%% + 20a5x° + 30agx* + 42a7x° + - - -+ apx+ a2+ apxC +agx* +agx°+--- = 0.

Koska oikea puoli on= 0, tulee myds vasemmalla olla jokaisem potenssin kertoimes: 0,
mik& johtaa yhtaloryhmaan

( 2a; =0,
6az+ap =0,
12a4+ a1 =0,
20as+ap =0,
30a5 +a3 =0,
42a7 +a4 =0,
\

Yhtaloryhman ratkaisussa voidaan ilmeisegtja a; valita vapaasti ja valttaméattd @ = 0.
Kertoimestaaz alkaen kukin kerroin lasketaan aina kolmanneksi edellisen kertoimen avulla, ts.
kertoimetas, ag, a11 jne. ovat= 0, kertoimetas, ag, ag jne. maaraytyvat kertoimeay avulla ja
vastaavasti kerroia; maaraa kertoimedy, a7, ag jne.

Kuvatunkaltaiselle kertoimien rekursiiviselle laskemiselle voidaan myds johtaa yleinen kaava.
Kun yhtalén

Y k(k—1D)ax %+ Y ax“t=0
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edellisessa summassa indeksit numeroidaan uudelleen merkitsgmaka- 2 ja jalkimmai-
sesséd summassa merkitsemalia k+ 1, saadaan
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202+ 3 [(j+2)(j +D)aj2+aj-1)x! =0.
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Koska kaikkien potenssied kertoimien pitaé olla= 0, on siis oltava

aj—1 .
=0 2= j=123,....
ap ’ a]+2 (]+2)(]+1)7J IR A

Ratkaisuun jaa kaksi maaraamatonta vakiagga a;. Nama ovat toisen kertaluvun differen-
tiaaliyhtalon yleisessa ratkaisussa esiintyvat kaksi integroimisvakiota. Kun muut kertoimet re-
kursiota kayttéen lasketaan naiden avulla, saadaan
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Kyseesséa on toisen kertaluvun lineaarisen ja homogeenisen differentiaaliyhtalon yleinen ratkai-
su kahden perusratkaisun lineaariyhdistelyna, kuten teorian mukaan pitaakin.

Koska rekursiokaavan mukaan on
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ja taman raja-arvo ol= 0, kun j — oo, sarjaratkaisu suppenee kaikilla muuttupamrvoilla
potenssisarjojen teorian yleisten lauseiden mukaisesti. Tama ei kuitenkaan merkitse, etta sarjoja
voitaisiin kayttaa ratkaisufunktioiden numeeristen arvojen laskemiseen: argumeniggbaen
sarjojen suppeneminen saattaa olla hidasta ja laskenta erittain altista pyoristysvirheille.
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