Yhtalon derivointi ja integrointi

Differentiaaliyhtéld voidaan puolittain derivoida tai integroida. Sellaisenaan tama ei useinkaan
johda yhtalén ratkaisemiseen, mutta auttaa muuttamaan probleeman toisenlaiseen, ehka hel-
pompaan muotoon tai saamaan osittaista informaatiota ratkaisuista.

Esimerkiksi:
1) Olkoon tarkasteltavana alkuarvoprobleeyfia- xyy = 0, y(2) = 3, ¥'(2) = 5.

Derivoimalla differentiaaliyhtalé saadagfi + yy +xy 24 xyy’ = 0. Koska seka tama etta alku-
perainen yhtaloé ovat voimassa kaikilla muuttujan arvoilla, ne erityisesti ovat voimassa alkueh-
topisteessé = 2. TallGin on

y'(2) = -2y(2)y'(2) = —30,
y"(2) = -y(2)Y (2) -2(y (2))* - 2y(2)y"(2) = 115

Derivoimalla yhtal6a useampia kertoja saadaan lasketuksi korkeampien derivaattojen arvoja al-
kuehtopisteessa.

2) Derivoimalla differentiaaliyhtal®y’® + xy — y = 0 saadaamly’y’ +y +xy’ —y = 0. Ta-
ma sievenee muotooyf' (4y + x) = 0, mika toteutuu, josly +x = 0 tai y’ = 0. Edellisessa
tapauksessp= —2x% + A, jalkimmaisess§ = Cx-+ B, miss&A, B ja C ovat vakioita.

Alkuperaisen yhtalon derivointi kuitenkin havittda informaatiota: yhtéaldssa olisi saanut olla li-
saksi mika tahansa vakiotermi, ja derivoitu yhtalo olisi ollut sama. Taten ei ole selvaa, etta
saadut funktioly ovat myo6s alkuperaisen yhtalon ratkaisuja.

Sijoittamalla lausekkeet alkuperdiseen yhtalodn todetaan, etté tulek el@ja B = 2C2. Al-
kuperéisen yhtalon ratkaisut ovat sites —%xz jay = Cx+ 2C?, C mielivaltainen vakio. Edel-
linen on yhtalén erikoisratkaisu, jalkimmainen yleinen ratkaisu.

3) Jos alkuarvoprobleemasga= f(x,y), y(xo) = Yo differentiaaliyhtél® integroidaan puolittain
valin [xo,X] yli, saadaan
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Oikean puolen integraalia ei voida laskea, koska se siséltda tuntemattoman fyktiofintalo

on kuitenkin saatu muunnetuksi uuteen muotoon: se ei sisdlla enda tuntemattoman funktion

derivaattaa, mutta kyllakin integraalin, jonka sisélla tuntematon funktio on. Tallaista yhtaloa
sanotaarntegraaliyhtaloksi.

Linkkeja

ratkaisun olemassaolo
numeerisen ratkaisemisen periaate
erikoisratkaisu

Simo K. Kivela 27.03.2001



