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Planeetan liike kiintean Auringon ympari

Planeetan liike Auringon ympéri voidaan yksinkertaisimmassa muodossa mallintaa pitdméalla Aurinkoa kiintedna ja ajattele-
malla ainoaksi vaikuttavaksi voimaksi Auringon ja planeetan valinen gravitaatio. Todellisuudessa aivan nain ei ole:
Planeetta ja Aurinko muodostavat kappaleparin, jossa molemmat vaikuttavat toisiinsa ja kumpikin liikkuu systeemin
yhteisen massakeskipisteen suhteen. Liikkuvia kappaleita on myds useampia, Auringon liséksi monia planeettoja, ja kaikki
vaikuttavat toisiinsa. Yksinkertainen malli on suhteellisen hyva approksimaatio, jos voidaan ajatella, ettd Auringon massa
on merkittavasti planeetan massaa suurempi ja muut planeetat ovat niin etdalld, ettd niiden vaikutus voidaan jattaa

huomiotta.

Gravitaatiolain mukaan Auringon ja planeetan valinen vetovoima on

_ Yy My mp
F = 2

missd my on Auringon massa ja my planeetan massa, y on gravitaatiovakio ja r on kappaleiden valinen etéisyys. Oletetaan,
ettd Aurinko sijaitsee origossa ja planeetan paikkavektori on r. Talldin planeettaan kohdistuva voima suuntautuu origoon.
Newtonin lain mukaiseksi vektorimuotoiseksi liikeyhtéloksi saadaan

YyMmimy 1

mp r’ =
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Sievennettynd tdmé on

missd a = y my. Kyseessa on toisen kertaluvun vektorimuotoinen yhtalé.

Jos oletetaan, ettd planeetan rata sijaitsee tasossa (miké ei ole itsestddn selvad, mutta seuraa kylla liikeyhtalostd), voidaan
tason koordinaatteja merkitd x ja y, jolloin paikkavektori on r (t) = x(t) 1 + y (t) J. Differentiaaliyhtdld hajoaa
talldin kahdeksi komponenttiyht&loksi
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Merkitsemdlld x * = u jay " = v voidaan tdmd palauttaa ensimmaisté kertalukua olevaksi neljan yhtalén normaaliryh-
maksi, joka seuraavassa syotetdan laskentaa varten Mathematicaan.

Aluksi kuitenkin on syyta havittdd mahdollisista aiemmista laskuista jadneet muuttujat:
Remove["Global " "]
Normaaliryhma on

ryhma= {x"[t] == u[t], y"[t] == V[t], u"[t] == -aX[t]/ (X[t]"2 + y[t]"2)"(3/2),
VTIt] == —ay[t] / (X[t]"2 + y[t]"2)"(3/2)}
ax[t]

(X[t]2+y[t]?)

ay[t]
(X[t]2+y[t]?)

{X[t] =u[t], y[t] =V[t], u[t] = - 3z - V[E] = - 577 |

ja probleeman tuntemattomat funktiot
tuntemattomat = {x[t], y[t], u[t], v[t]}
{x[t], y[t], u[t], v[t]}
Vakio o on Auringon massan ja gravitaatiovakion tulo (yksikkond N m? / kg = m3/s?):

a= (1.989%10730) % (6.673 %10 (-11))

1.32726x 10%°

Alkuehdot voidaan antaa vaikkapa jonkin planeetan mukaisesti. Maan keskietaisyys Auringosta on noin 150 miljoonaa
kilometria ja ratanopeus keskimaarin noin 30 kilometrid sekunnissa. Seuraavat alkuehdot ovat timéan mukaisia. Yksikkdina
on kaytettdva metrejé ja sekunteja kuten eo. vakiossakin:

alkuehto = {x[0] == 0, y[0] == 150% 1079, u[0] == 30+ 1073, v[0] == 0}

{x[0] == 0, y[0] == 150000000000, u[0] == 30000, v[0] == 0}
Luontevaa on laskea rata yhden Maan vuoden ajalta yksikkona sekunti:

tmax = 365 % 24 x 60 » 60

31536000

Differentiaaliyhtaloryhmén ratkaisu numeerisesti:
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rtk = NDSolve[Flatten[{ryhma, alkuehto}], tuntemattomat, {t, O, tmax}]

{{x[t] > InterpolatingFunction[{{0., 3.1536x10"}}, <>] [t],
y[t] > InterpolatingFunction[{{0., 3.1536x107}}, <>] [t],
u[t] > InterpolatingFunction[{{0., 3.1536x107}}, <>][t],
v[t] - InterpolatingFunction[{{0., 3.1536x107}}, <>] [t]}}

Planeetan rata voidaan piirtdd parametrikayrénd; kuvioon lisatadn Aurinkoa osoittava tapla:

rata= {xX[t], y[t]} /- First[rtk]

{InterpolatingFunction[{{0., 3.1536x107}}, <>] [t],
InterpolatingFunction[{{0., 3.1536x107}}, <>] [t]}

planeetta = ParametricPlot[rata, {t, 0, tmax}, DisplayFunction -> Identity]

- Graphics -

aurinko = Graphics[{PointSize[0.1], Point[{0, 0}]}]

- Graphics -
Show[planeetta, aurinko, AspectRatio -> Automatic, DisplayFunction -> $DisplayFunction]
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- Graphics -
Ratanopeuden vaihtelusta voidaan my®ds piirtaa kuvaaja:

ratanopeus = SQrt[u[t] 2 +Vv[t]"2] /. First[rtk]

N (InterpolatingFunction[{{O., 3.1536x 1071}, <>] [t}z +

InterpolatingFunction{{0., 3.1536x107}}, <>] [t]°)
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Plot[ratanopeus, {t, 0, tmax}, PlotRange -> {0, Automatic}]
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Tehtava

Tutki, miten alkuehdossa annettu nopeus vaikuttaa rataan. Miten kdy, jos nopeutta a) pienennetaan, b) suurennetaan, c)
sen suuntaa muutetaan? Mita tapahtuu, jos nopeuden molemmat komponentit ovat = 0? Taivaankappaleiden radat
téssé yksinkertaisessa mallissa voivat olla ellipsejé (erikoistapauksena ympyrditd), paraabeleja ja hyperbeleja. Saatko
alkuehtoja muuttamalla esiin eri ratatyypit?

Linkit
normaaliryhma
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