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Tavallinen heilluri

Otetaan tarkastelun kohteeksi tavallinen yksinkertainen heiluri. Tama koostuu kitkattomaan niveleen kiinnitetysta
(massattomasta) varresta seka sen padssa olevasta kuulasta. Olkoon varren pituus L ja sen padssa olevan kuulan
massa m. Kun heiluri poikkeutetaan tasapainoasemastaan ja se vapautetaan, syntyy heiluriliike. Rajoitutaan
tarkastelemaan tasossa tapahtuvaa liikettd, jolloin heilurin asema voidaan ilmaista kulmalla 6, joka osoittaa
poikkeaman pystysuorasta suunnasta.
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Heilurin kuulaan vaikuttaa painovoima mg. Tama voima yhdessa varren tukivoiman kanssa aiheuttaa tangenti-
aalisen voiman mg sin(6) heilurin ympyrékaaren muotoiselle liikeradalle. Newtonin toisen lain mukaisesti tdman
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Taman differentiaaliyhtal 6n ratkaisu ei ole alkeisfunktio. Jos kulma @ on pieni, yhtal 6ssé kdytetéan usein approksi-
maatiotasin(®) = 0, jolloin alkeisfunktiot tarjoavat approksimatiivisen ratkaisun

Acos (Vk t)+Bsin (vVk t).

Lasketaan tarkalle heiluriyhtél 6lle numeerinen ratkaisu ja tarkastellaan kulman 6 aikariippuvuutta. Taméan jalkeen
rakennetaan tarkkaan ratkai suun perustuen animaatio heilurin liikkeelle.

Laskujen auksi on syyta havittéd mahdollisista aiemmista laskuista jédneet muuttujat.

Renmove[" d obal ™ "]

Heiluria kuvaavatoisen kertaluvun differentiaaliyhtél 6 on hel posti ilmaistavissa normaaliryhmana.
ryhma = (@' [t] == o[t], o' [t] ==-kSin[e[t]]}

(o'[t] =wlt], w[t] =-kSin[e[t]]}

Ongelman tuntemattomat funktiot ovat heilurin kulmaja kulmanopeus.

tuntemattomat = {O[t], w[t]}

{elt], w[t]}

Olkoon k = 1. Alkuehdon méarittéatilanne, jossa heiluri on levossa poikkeutettuna yhden radiaanin kulmaan.
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ni4i= k = 1; al kuehto = {6[0] == 1, w[0] == 0}
oufa= {6[0] =1, w[0] =0}
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Ratkai staan differentiaaliyhtdl 6 numeerisesti.
rtk = NDSol ve[Fl atten[{ryhma, al kuehto}], tuntemattomat, {t, 0, 15}]

{{e[t] - InterpolatingFunction[{{0., 15.1}, <>][t],
w[t] = InterpolatingFunction[{{0., 15.}}, <>][t]}}

Muokataan ratkaisu kéyttokel poi sempaan muotoon.

kul mat = tuntemattomat /. First [rtk]

{I nterpol ati ngFunction[{{0., 15.}}, <>][t], InterpolatingFunction[{{0., 15.1}}, <>][t]}

Piirretéan kuvaaja, jossa ndemme vihredll4 heilurin kulman 6 seké sinisell& kulmanopeuden g—i

Pl ot [Eval uat e[kul mat ], {t, O, 15}, PlotStyle -> {Hue[. 3], Hue[.6]}]
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Heilurin kulma gjan funktiona muistuttaa kosinikéyréa. Tarkasteltu heilurin maksimiheilahduskulma on varsin
suuri, jolloin approksimaation si n (6) = o tarjoama differentiaaliyhtalon ratkaisu (esitetyilla alkuehdoilla)
o (t) = cos (t) on huonohko. Kuitenkin modifioimalla ratkaisun tagjuutta sopivalla kertoimella, saadaan
heilurin varéhtelylle varsin hyva alkei sfunktioapproksimaatio.
Allaheilurin paikkaa (vihred) approksimoidaan funktiollae (t) = cos (0. 94 t) (punainen katkoviiva).
Pl ot [{kul mat [[1]], Cos[0.94t]}, {t, O, 15},

Pl ot Styl e -> {{Green, Thick}, {Red, Thick, Dashing[{.02}1}}]

1.0, 7\

osk\ f \ / \

,0.5; \

-1.0 f
Seuraavassa on muodostettu tarvittavat tyokalut heilurin varéhtelyn animoimiseksi. Vardhtelevan heilurin lisaksi
kuvassa nakyvét heilurin kuulaan vaikuttavat voimat. Varren tukivoima on punainen ja maan vetovoima sininen,
vihreisiin osakomponentteihin jaettuna. Kyseessi on Mathematicalla kirjoitettu ohjelmakoodi.
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In[9]:=
kuul arkul ma_, varsi_]: =
{{GayLevel [0.3], Disk[{varsi *Sin[kul na], -varsi *Cos[kul ma]}, varsi /10]},
Crcle[{varsi »Sin[kul ma], -varsi »Cos[kul ma]}, varsi /101}; tanko[kulma_, varsi_]:=
{Thi ckness [0. 012], Line[{{0, 0}, {0.9 xvarsi *Sin[kul ma], -0.9varsi = Cos[kul mal}}1};
nuol et [ku_, va_] : =
{{Hue[0.6], Arrow[{{vaSin[ku], -vaCos[kul}, {vaSin[ku], -vaCos[ku] -20}}1},
{Hue[0. 31, Arrow[{{vaSin[ku], -va Cos[kul},
{va Sin[ku] +20 Cos[ku] Sin[ku], -va Cos[ku] -20 Cos [ku] Cos[kul}}1,
Arrow[{{va Sin[ku], -vaCos[ku]}, {vaSin[ku] -20Sin[ku] Cos[ku],
-va Cos[ku] -20Sin[ku] Sin[kul}}1}, {Hue[O.9], Arrow[{{vaSin[ku], -vaCos[kul},
{vaSin[ku] -20 Cos[ku] Sin[ku], -vaCos[ku] +20 Cos[ku] Cos[ku]l}}1}};
kuva[theta_, aika_, teksti_] := Mdule[{k, v=50}, k=theta /. t -> aika;
grafiikka = G aphi cs[{{G ayLevel [0.7], Rectangle[{-v, 0}, {v, 6}1},
Line[{{-v, 0}, {v, 0}}1, kuulark, v], tanko[k, v]J,
Text [Styl e[teksti, 16, Bold, FontFamly -> "Hel vetica"], {45, 3}], nuol et [k, V]}];
Show[gr afii kka, Pl ot Range -> {{-65, 65}, {-70, 10}}11;

Animaatio:

n[12l= ani m=
Ani mat e[kuva lkul mat [[1]], k67 /500, ToString[k]], {k, O, 99, 1}, SaveDefinitions -» True]
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Enta mité heilurille tapahtuu, jos sille annetaan hieman vauhtia? Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa alkuehtoon
lisétéan vauhtia —1.5 =
3= al kueht o2 = {6[0] == 1, w[0] == -1. 5}

oufiz= {©[0] =1, w[0] = -1.5}

Numeerinen ratkai su sievennyksineen.
4= rtk2 = NDSol ve [Fl atten[{ryhma, al kuehto2}], tuntemattonat, {t, 0, 20}];
5= kul mat 2 = tuntemattomat /. First [rtk2]

oufis= {l nt er pol ati ngFunction[{{0., 20.}}, <>][t], InterpolatingFunction[{{0., 20.}}, <>][t]}
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Piirretéan jalleen kuvaaja, jossavihredlla on heilurin kulma e seka siniselld kulmanopeus w.
Pl ot [Eval uat e [kul mat 2], {t, O, 15}, PlotStyle -> {Hue[. 3], Hue[.6]}]
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Alkeisfunktioiden tarjoamat ratkaisut eivét enda tunnu enda kovinkaan sopivilta. Animoidaan jéleen heilurin
liikettd, jotta néhddan, mité tapahtuu. Ensin muokataan hieman yll& kéytettya kuvankoodia.
kuva2[theta_, aika_, teksti_]1:= Mddule[{k, v =50}, k=theta /. t -> aika;
grafiikka = Graphics[{{G ayLevel [0.7], Rectangle[{-v -30, 0}, {v+30, 12}1},
Line[{{-v-30, 0}, {v+30, 0}}1, kuulark, v], tanko[k, v],
Text [Styl e[teksti, 16, Bold, FontFamly -> "Hel vetica"], {70, 6}], nuol et [k, V]}];
Show(gr afii kka, Pl otRange -> {{-120, 120}, {-70, 70}}11;

Animaatiokuvat vievét runsaasti koneen muistia, joten muistin vapauttamiseksi voi olla hyva poistaa edellinen
animaatiokuvasarja ennen uuden laskemista. Ta&ma tapahtuu napsauttamalla kuvasarjaa oikeassa reunassa
yhdistéva hakanen aktiiviseksi (mustaksi) ja painamalla delete. Uusi animaatio.

ani 2 = Ani nat e [kuva2 [kul mat 2[[1]], k179 7 1000, ToString[k]l],
{k, 0, 99, 1}, SaveDefinitions -» True]
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Mita heilurille tapahtuu kun vauhtia annetaan viela enemman? Kokeillaan alkuehtoa w(0) = -2. 0 ja

| asketaan.
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no)= al kueht o3 = {6[0] == 1, w[0] == -2. 0}

oufi9 {6[0] =1, w[0] =-2.}

nzo)= rtk3 = NDSol ve [Fl atten[{ryhma, al kuehto3}], tuntemattonmat, {t, 0, 20}];

n1y= kul mat 3 = tuntemattomat /. First [rtk3]

ouf21)= {lI nterpol ati ngFunction[{{0., 20.1}}, <>][t], InterpolatingFunction[{{0., 20.}}, <>][t]}

Jaanimointi viela kerran.

n22)= ani B = Ani mat e [kuva2 [kul mat 3[[1]], k 33 /200, ToString[k]],
{k, 0, 99, 1}, SaveDefinitions -» True]

E d DIAFIE]
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Tarkastellaan seuraavaksi heilurien liikeratoja faasitasossa. Olkoon x-akselina heilurin liikkeen kulma ja y-
akselina sen kulmanopeus. Ensimméinen heiluriliike piirretédén vihredllg, toinen siniselldjakolmas punaisella.

ne3i= kvl = ParanetricPl ot [{kul mat [[1]], kul mat [[2]]}, {t, O, 10}, PlotStyle » G een];

kv2 = ParametricPl ot [{kul mat [[1]] +2 Pi, kul mat [[2]]}, {t, O, 10}, PlotStyle - G een];
kv3 = ParametricPl ot [{kul mat2[[1]], kul mat2[[2]]}, {t, O, 10}, PlotStyl e -» Bl uel;
kv4 = ParametricPl ot [{kulmat2[[1]] +2Pi, kulmat2[[2]]}, {t, O, 10}, PlotStyl e -» Bl uel;
kvb =

ParametricPl ot [{kul mat3[[1]] +4 Pi, kul mat3[[2]]}, {t, 2.5, 10.5}, PlotStyle » Red];
kv6é = ParanetricPlot [{kul mat 3[[1]] +4 Pi, -kul mat3[[2]1},

{t, 2.5, 10.5}, PlotStyle » Red];
Show[kvl, kv2, kv3, kv4, kv5, kv6, AspectRati o -> Automatic, Pl ot Range » Al | ]
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Tehtavia
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Heiluriliikkeet, jotka eivét tee kokonaisia pyorahdyksia, muodostavat umpinaisen kdyrén. Pydriva heiluri
muodostaa jatkuvan varahtel ykayréan. Mita néilla faasitasokuvilla kuvataan?

Etsi heilurin akuehtoja muokkaamalla heiluriliike, jossa heiluri juuri ja juuri pyorahtda ympéri. Mika on
|epoasennosta | dhdettéessa tarvittava kulmanopeus? Milta kyseinen liike nayttaa faasitasossa?
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