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Kaksoishelluri
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Kaksoisheiluri koostuu kitkattomalla nivelella kiinnitetysta heiluritangosta, jonka padssa on kuula, seké toisesta
heiluritangosta, joka on kiinnitetty kitkattomalla nivelella edelliseen kuulaan. My6s toisen tangon paéssa on
kuula. Olkoot heilurien varsien pituudet = L ja niiden péissa olevien kuulien massat m; ja m,. Kun heilurit
poikkeutetaan tasapai noasemastaan siten, etta varret ovat samassa pystysuorassa tasossa, ja systeemi vapautetaan,
syntyy heilahdusliike. Systeemin asento voidaan ilmaista kahdella kulmalla: massan m; varsi muodostaa kulman
© 1 pystysuoran suunnan kanssaja massan m, varsi vastaavallatavallakulman e,.

Systeemille voidaan johtaa seuraavat liikeyhtdl6t. Johto on hieman hankala, mutta voidaan ehké& helpoimmin
tehda Lagrangen teorian avulla. (Ks. téta kasittel evéd M athemati ca-dokumenttia.)

d2 o d? 6, dey\? g .

+m COS (62 -61) -M|—— | Sin(6,-61) +—sin(6;) =0,
dt? dt? dt L
d? 62 d? 61 do, 2 . g .

+ COS (62 -61) + |— | sin(6G,-61) +—sin(6) =0,
dt? dt? dt L

Mz
missa m = .
mpy + mp

Merkitédnk = g/L.

Seuraavassa lasketaan heiluriyhté 6ille numeeriset ratkaisut ja tarkastellaan heilahduskulmien aikariippuvuutta
Taman jakeen rakennetaan animaatio heilurin liikkeelle. Lopuksi tarkastellaan tilannetta faasitasossa

Laskujen aluksi on syyté havittéa mahdollisista aiemmista laskuista jééneet muuttujat.

Renove["d obal ™ %" ]

Heiluria kuvaava toisen kertaluvun differentiaaliyhté 6ryhma on ilmaistavissa normaaliryhmané.
ryhma = {61' [t] == wl[t],
wl' [t]+mw2' [t]Cos[e2[t]-61[t]]-me2' [t]"2Sin[e2[t]-el[t]]+kSin[el[t]] == O,
e2' [t] == w2[t],
w2' [t]+wl' [t] Cos[e2[t] -OL[t]]+ O1' [t]172Sin[e2[t]-e1[t]]+kSin[e2[t]] == 0}
{1 [t] =wl[t],
kSin[el[t]] +mSin[el[t] -62[t]] 62 [t]%+wl’ [t]+mCos[61[t] -62[t]] w2 [t] =0,
02'[t] = w2[t],
kSin[e2[t]]-Sin[el[t]-e2[t]] el [t]*+Cos[el[t] -62[t]] wl [t]+w2 [t] =0}

Ongelman tuntemattomat funktiot ovat heilurin kahden eri osan kulmat ja niiden kulmanopeudet.
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tunt emat t omat

{el[t], wl[t], ©2[t], W2[t]}

{el[t], wl[t], ©2[t], w2[t]}

Annetaan vakioille arvot k = 1 jam = 0.5 (my = mp). Alkuehdon méarittaa tilanne, jossa heiluri on levossa
poikkeutettuna mallikuvan mukai sesti.

k=1; m=0.5;

al kuehto = {61[0] ==Pi /6, wl[0] ==0, 62[0] ==Pi /3, w2[0] == 0}

{91[0}

JU JU
—, wl[0] =0, 62[0] = —, w2[0] = }
6 3

Ratkai staan differentiaaliyhtél 6ryhméa numeerisesti.

rtk = NDSol ve[Fl atten[{ryhma, al kuehto}], tuntenmattomat, {t, 0, 100}, MaxSteps -> 10000]

{{el[t] - Interpol ati ngFunction[{{0., 100. }}, <>][t],
wl[t] = InterpolatingFunction[{{0., 100.}}, <>][t],
62[t] » InterpolatingFunction[{{0., 100.}}, <>][t],
w2[t] = InterpolatingFunction[{{0., 100.}}, <>][t]}}

kul mat = tuntemattomat /. First [rtk]

{Interpol ati ngFunction[{{0., 100.}}, <>][t], InterpolatingFunction[{{0., 100.}}, <>][t],
I nterpol ati ngFunction[{{0., 100.}}, <>][t], InterpolatingFunction[{{0., 100.}}, <>][t]}

Piirretéan kuvagjat seka heilurien kulmille ettéd kulmanopeuksille gjan suhteen. Kuulan m; suureet on piirretty
vihredllajakuulan m, suureet siniselléd. Ensin kulmat.

Pl ot [{kul mat [[1]], kul mat [[3]11}, {t, O, 100}, PlotStyle -» {Hue[.3], Hue[.6]1}]
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Vaikka vérahtelyt ovatkin varsin samankaltaisia, ne eivét kuitenkaan toista mitédn selkessti erottuvaa muotoa.
Vastaavat kulmanopeuksien kuvaajat.

Pl ot [{kul mat [[2]], kul mat [[4]]}, {t, O, 100}, PlotStyl e » {Hue[.3], Hue[.6]}]
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Derivaatta kayttaytyy kuten kulmakin, eli varahtelyssi el ole havaittavissa jaksoa. Tama kéyttaytyminen on
tyypillista kaoottiselle véarahtelylle. Tarkastellaan animaation avulla, milté kyseinen vérahtely nayttaa.
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Seuraavassa luodaan ensin tarvittavat tyokalut heilurin varéhtelyn animoimiseksi. Kyseessa on Mathematicalla
kirjoitettu ohjelmakoodi.

o= kuul a[x_, y_, kulma_, varsi_]:=
{{G ayLevel [0.3], Disk[{x +varsi %=Sin[kul ma], y -varsi % Cos[kul ma]}, varsi /107]},
Circle[{x +varsi »Sin[kul ma], y -varsi % Cos [kul na]}, varsi /10]};
tanko[x_, y_, kulma_, varsi _]:= {Thickness[0.012],
Line[{{X, Yy}, {X+0.9=xvarsi =Sin[kulma], y-0.9varsi =Cos[kul ma]}}1};
kuva[thetal , theta2 , aika_, teksti_]:=
Modul e[{k, v =50}, {k=thetal /. t ->aika, | =theta2 /. t -> ai ka};
grafiikka = Gaphics[{{G ayLevel [0.7], Rectangle[{-v, 0}, {v, 6}1},
Line[{{-v, 0}, {v, 0}}], Text[
Styl e[teksti, 12, Bold, FontFam |y -> "Helvetica"], {41, 5}], tanko[O, O, k, V],
tanko[v Sin[k], -v Cos[k], I, v], kuula[O, O, k, v],
kuul af[v Sin[k], -v Cos[k], |, V]}1;
Show[grafii kka, AspectRati o -> Autonatic, Pl ot Range -> {{-120, 120}, {-110, 20}}11;

Ja animaatio:

3= ani m= Ani mat e [kuva [kul mat [[1]], kul mat [[3]1], k1 /3, ToString[k]],
{k, 0, 99, 1}, SaveDefinitions -» True]

« ) FNEEIE]
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Tarkastellaan seuraavaksi heilurien liikeratoja faasitasossa. Olkoon x-akselina heilurin liikkeen kulma ja y-
akselina sen kulmanopeus. Ensimméisen heilurin liike on piirretty vihredllajatoisen sinisella.
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n4= kuval = ParanetricPl ot [{kul mat [[1]], kul mat [[2]]}, {t, O, 100}, PlotStyle -> Hue[.3]];
kuva2 = ParanetricPl ot [{kul mat [[3]], kul mat [[4]]}, {t, O, 100}, PlotStyle -> Hue[.6]];
Show[kuval, kuva2, AspectRati o -> Autonatic, Pl otRange » Al l ]

Vertaamalla saatua tulosta tavallisen heilurin vastaavaan faasitasokuvaan, kdy selvaksi, mika olennainen ero
kaoottisen jatavallisen heilurin véalilla on. Tasaisesti toistuvan véardhtelykierron sijaan kaoottinen heiluri maarittéa
tietyn alueen faasitasossa, jonka sisdlla heilurin rata kiertaa.

Tehtavia

Kaoottisen ilmion yksi tunnuspiirre on se, etté pieni muutos alkutilanteessa aiheuttaa helposti suuren muutok-
sen lopputul okseen. Tarkastele taman véitteen patevyytta muuttamalla hieman heilurin alkuehtoja, esimerkiksi
10%, ja vertaamalla saamaasi vérdhtelya ylla esitettyihin kulma- ja kulmanopeuskuvagjiin rajoitetulla
aikavdlilla kaukana akutilanteesta, esimerkiksi t = 90...100s.

Muokataan heilurin alkuehtoja asettamalla©, = st hetkella t = 0 s. Animoi saamasi heiluriliike. Animaatioku-
vat vievét runsaasti koneen muistia, joten voit muistin vapauttamiseksi poistaa edellisen animaatiokuvasarjan
ennen uuden laskemista. Tama tapahtuu napsauttamalla kuvasarjaa oikeassa reunassa yhdistéva hakanen
aktiiviseksi (mustaksi) ja painamalla delete. Milta kyseinen liike nayttaa faasitasossa? Osaatko selittdé misté on
kysymys? Enté miten nyt vaikuttaa ylla esitetty pieni alkuehdon muutos?

Annetussa tehtavassa massat m; ja m, on maaritelty yhtésuuriksi (k = 1/2). Kokeile miten massan muuttami-
nen vaikuttaa heilurin kaytokseen. Kumman, ylemman vai alemman massan kaksinkertaistaminen aiheuttaa
stabiilimman vérahtelyn? Kayta paéttelyn apuna faasitasokuvia. Miten saamasi tulos suhtautuu heilurille
alkuehdossa annettuun energiaan?
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