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Roikkuva ketju

Tarkastellaan kitkattoman, taipuisan ketjun potentiaalienergiaa. Jos ketju riippuu molemmista paista kiinnitettyna, se hakee
muodon, joka antaa potentiaalienergialle minimiarvon. Variaatiolaskennan avulla voidaan osoittaa, ettd kun ketjun poten-
tiaalienergialla on minimi, niin ketjun muoto y = y(x) noudattaa differentiaaliyhtaloa
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Téassa k on ketjun pituuden epdsuorasti madradva tekiji. Tarkastellaan roikkuvan ketjun muotoa eri reunaehdoilla.
Poistetaan ensin vanhat muuttujat.

Remove["Global " %']
Muodostetaan ketjua kuvaava toisen kertaluvun differentiaaliyhtalé. Valitaan k = 1.
k=1; yht=y""[Xx] == KkSqrt[l+y"[Xx]"2]
y'ix) =1y x2
Valitaan reunaehdot symmetrisesti origon molemmin puolin. Ketju olkoon kiinnitetty pisteissa x = 1jax = —1.
reunaehtol = {y[-1] == 0, y[1] == 0}
{y[-1] =0, y[1] =0}
Ratkaistaan yht&lo:

rtkl = DSolve[Flatten[{yht, reunaehtol}], y[X], X]

Solve::ifun : Inverse functions are being used by Solve, so some
solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. More..

{{y[X] - Cosh[1] - Cosh[x]}, {Y[X] » -Cosh[1] + Cosh[x]}}

Ratkaisualgoritmissa kéytetddn monihaaraisia kddnteisfunktioita, mistd DSolve antaa varoituksen. Ketjun muoto noudat-
taa hyperbolista kosinia, jonka kuvaajaa tasta syysté kutsutaankin ketjukdyréksi. Sievennetéan tulosta.

kaaril =y[x] /- rtkl // FullSimplify

{Cosh[1] - Cosh[x], -Cosh[1] + Cosh[X]}

Valitaan ratkaisuista se, joka aukeaa ylospdin (cosh(x)) ja piirretddn kuvaaja ketjun riippumisasennolle.
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Plot[kaaril[[2]], {X, -1, 1}, AspectRatio -> Automatic]

- Graphics -

Entd kun ketjun toinen p&é on merkittavasti korkeammalla? Muutetaan reunaehtoja ja ratkaistaan yhtalét.

reunaehto2 = {y[-1] == 0, y[1] == 3}
{yl-11 =0, y[1] =3}

rtk2 = DSolve[Flatten[{yht, reunaehto2}], y[X], X] // N

Solve::ifun : Inverse functions are being used by Solve, so some
solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. More..

({Y[X] - 0.5 (-2.00409 + 3.24292 Cosh[x] + 2.55275Sinh[x]) },
(Y[X] - 0.5 (8.00409 - 3.24292 Cosh[X] + 2.55275Sinh[x]) } }

Jalleen epdvarmuutta aiheuttava kdanteisfunktio. Sievennetaan tulosta:

kaari2 =y[x] /- rtk2 // Simplify
{-1.00205 + 1.62146 Cosh[x] + 1.27638 Sinh[x], 4.00205 - 1.62146 Cosh[x] +1.27638Sinh[x] }
Tulokseksi saadaan hieman monimutkaisempi riippumiskéyra. Valitaan ylospain aukeava ratkaisu ja piirretaddn sen kuvaaja.

(Mathematican eri versiot saattavat antaa ratkaisut eri jarjestyksessd, joten on tutkittava, kumpi ratkaisu aukeaa oikeaan
suuntaan.)
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Plot[kaari2[[1]], {X, -1, 1}, AspectRatio -> Automatic]
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Kun kdyran yhtalo ilmaistaan muodossay = F(X), saadaan kéyran pituus L laskemalla
X2
L:J A 1+y "2 dx,
X1

missay " = %{—. Tata yhtaloa voidaan soveltaa myds ratkaistuihin riippuvien ketjujen yhtéloihin. Lasketaan ensimmaisena
lasketun kéyran pituus. Maéritelldan ensin integraalin sisélla oleva funktio:

ketju= kaaril[[1]]; Fkt[x_] =Sqgrt[1l+D[ketju, X]"2]
1+Sinh[x]?
Sitten integroidaan:

pit = NIntegrate[fkt[x], {X, -1, 1}]

2.3504
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Tehtavia

Portaikko suljetaan ketjulla, joka ripustetaan kahden tolpan vélille. Tolppien etdisyys on 1 m ja korkeus 70 cm.
Ratkaise graafisesti kokeilemalla (k:n arvoa muuttamalla ), mink& pituinen ketju tarvitaan, kun ketjun alimmaisko-
rkeuden tulee olla 50 cm. Kun muutat k:n arvoa, saatat kohdata yllattavia vaikeuksia differentiaaliyhtélon ratkaisussa.
Johtuen Mathematican kayttamasta ratkaisurutiinista ja funktioiden haaroista kompleksitasossa, ratkaisuyhtélot
siséltavat useita paéllekkaisia juuria. Laskentaresursseista riippuen on syyté tyytyd k:n 1 — 2 desimaalin tarkkuuteen,
sill& se antaa ketjun pituudelle jo alle senttimetrin tarkkuuden. Ketjun pituudeksi tulee n. 109.7 cm.

Mathematica ei osaa ratkaista riippuvan ketjun yhtaléa, mikali k:lle ei ole méaaritelty lukuarvoa. Loydatkd yhteyden
ketjun pituuden ja vakion k vélille kokeilemalla K:lle eri arvoja?

X2
Roikkuvan ketjun potentiaalienergiaa kuvaa integraali f yOO)V 1+ y' (X)? dx, kun ketjun massatiheys pituusyk-

X
sikkdd kohden on asetettu = 1. Variaatiolaskennan Euierin yhtdlon mukaan tdméd saa minimiarvonsa, kun
yy" = 1 + y?. Etsi timan yhtalon yleinen ratkaisu alkeisfunktioiden avulla. Johda edella lahtokohdaksi otettu differen-
tiaaliyhtald ratkaisun vélitulosten avulla. Vihje: Kyseessé on toisen kertaluvun yhtald, jossa muuttuja x ei esiinny
eksplisiittisesti. Mathematicaa voi kdyttaa laskuissa hyddyksi, vaikka se ei osannekaan ratkaista differentiaaliyhtaloa

suoraan.

Linkit

reunaehto
muotoa y" = f (y, y") olevat differentiaaliyhtalot
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