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Lagrangen liikeyhtalot kaksoisheilurille

Kaksoisheilurin liikeyhtalot voidaan helpoimmin johtaa Lagrangen teorian avulla. Tall6in systeemin tila ilmaistaan ensin

yleisten koordinaattien avulla, minké jalkeen systeemin kineettinen energia ja potentiaalienergia esitetdan yleisten koordi-
naattien funktioina. Naiden erotus on Lagrangen funktio L. Liikeyhtélét saadaan tdman jalkeen mekaanisilla derivoinneilla
muodossa

missa g tarkoittaa jokaista yleistettya koordinaattia vuorollaan ja g sen aikaderivaattaa.

Puhdistetaan ty6tila tarkastelun aluksi.
Remove["'Global "]

Kaksoisheilurin tapauksessa yleistetyt koordinaatit ovat 6, ja 6, jotka riittdvat madrittdméaan heilurin aseman. Kumpikin on
ajan funktio. Heilurien suorakulmaiset koordinaatit myds ajan funktioina ovat tallgin

x1[t_] =LSin[ei[t]];
yi[t_] =-LCos[e1[t]];

X[t _] =LSin[ei1[t]] +LSin[e,[t]];
y2[t_] =-LCos[ei[t]] -LCos[ez[t]];

Néiden avulla voidaan muodostaa lausekkeet koko systeemin kineettiselle energialle ja potentiaalienergialle:
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1 , 2 2 1 , 2 2 - -
Tt ] = > my (X1 [€]° +y1[E]7) + > m2 (X3 [t]1° +y5[t]°) // Simplify

2 L2 (mer )% +my (61’ (]2 + 2Cos (61 [t] 6, [t] ] 61’ [t] &' [t] + 87 [t]7))

VIt_]=mgyi[t]l +magy>[t] // Simplify

-gL (Cosfoi[t]] m + (Cos[oy[t]] +Cos[o2[L]]) M)
Systeemin Lagrangen funktio on néiden erotus:

L[t ] =T[t] -V[t] // Simplify
gL (Cos[e1[t]] m + (Cos[e1[t]] +Cos[E2[E]]) m2) +

212 (e [1)7 +my (61’ (€)% + 2Cos (61 [t] -6, (€] ] &1’ [t] &' [t] +6'[t]7))

Liikeyhtdlot saadaan tdman jalkeen mekaanisella derivoinnilla, jolloin kumpikin yleistetty koordinaatti on késiteltava
erikseen:

yhtl = D[D[L[t], &;[t]], t] - D[L[t], @1[t]] == O // Simplify

L (my (gSin[ei[t]] +Lo1”[L]) +
m (gSin[e1[t]] +LSin[61[t] -02[t]] 62 [t]? +L 61" [t] +LCos[61[t] -02[t]] 627 [t])) =0

yht2 = D[D[L[t], 65[t]], t] - D[L[t], 62[t]] == 0 // Simplify

Lmy (gSin[ea[t]] -LSin[e1[t] -6z[t]] 61/ [t]?+LCos[e1[t] -6z [t]] 617 [t] +L 6" [t]) =0

Yhtéloita voi hieman yksinkertaistaa termien sopivalla ryhmittelylla derivaattojen mukaan. Seuraavat komennot ovat
samalla esimerkkeja Mathematican hieman hankalasta syntaksista.

(Expand[Collect[#, {61""[t], 62" "[t], 61" [t], 62" [t]}] /L"2] &) /eyhtl

95'“[eﬁ[t]] M, 95'“[eﬁ[t” M2 ., Sin[e.[t] - 62[t]] m ey [t]2 +

My 617 [€] +mx 617 [t] +Cos[O1[t] -62[T]] M2 627 [L] =

(Expand[Collect[#, {61 ""[t], 62" "[t], 61" [t], 62" [t]}] /L"2] &) /eyht2

gSin[oz [t]]m

i ~Sinfoy[t] -6,[t]] My o1 [t]? +Cos[O01[t] -62[t]] Moy [t] +mp 62" [t] = O

Tehtava

Vertaa saatuja liikeyhtéloita kaksoisheiluriesimerkin lahtokohtana oleviin ja totea ne samoiksi.
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