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Vakioiden variointi kolmannen kertaluvun
yhtaldlle

Olkoon tarkasteltavana kolmannen kertaluvun lineaarinen epdhomogeeninen differentiaaliyhtalo

diffyht= (X - 1) y"""[X] - XYy""[X] + Y"[X] == EXp[Xx"2]

2

Y [X] =Xy [x] + (-1+x) y® [x] =&
Vastaava homogeeniyhtald on

homogyht= (X - 1) y"""[X] - XYy""[X] + Y"[X] == 0

Y IX] =Xy [X] + (-1+x) y® [x] =

Taman ratkaisut ovat suhteellisen yksinkertaiset ja pienelld pohdiskelulla arvattavissa. Jos y:n paikalle sijoitetaan eksponent-
tifunktio, niin yhtalo toteutuu:

homogyht /.y -> Exp // Simplify

True

Samoin kay, jos sijoitetaan funktio x2. Tdméa voidaan antaa Mathematicalle muodossa #°2&, missé # tarkoittaa funktion
argumenttia ja & osoittaa funktiomaarittelyn paattymisen:

homogyht /.y -> (#°2 &) // Simplify

True

Kolmanneksi perusratkaisuksi sopii vakiofunktio, joka kaikkialla saa arvon 1. Seuraavassa on kaytetty kolmatta erilaista
tapaa madritella funktio Mathematicalle:

homogyht /. y -> Function[x, 1] // Simplify

True

Homogeeniyhtalén perusjarjestelma on siten

perusjarj = {Exp[X], x"2, 1}

{eX, x2, 1)

ja homogeeniyhtal6n yleinen ratkaisu
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homogrtk = perusjarj.{C[1], C[2], C[3]}
e C[1] +x?C[2] +C[3]
Epédhomogeenisen yhtalon yksittaisratkaisu voidaan hakea vakioiden varioinnilla, jolloin yrite on

variot = {u[x], V[X], W[X]}
{UX], VIX], w[X]}
yr0 = variot.perusjarj

e ux] +X2V[X] +W[X]

Tama sijoitetaan differentiaaliyhtaloon ja pyritddn maarittdmaan sellaiset funktiot u(x), v(x) ja w(x), ettd yhtalo toteutuu.
Laskua yksinkertaistetaan kuten toisen kertaluvun yhtalon tapauksessakin asettamalla sopivia lisdehtoja. Toisen kertaluvun
tapauksessa ndité on yksi, kolmannen kertaluvun tapauksessa kaksi.

Kerataan derivaatat listaksi:

derivaatat = D[variot, X]

{u [X], V' [X], w[X]}
Muodostetaan yritteen derivaatta
derl = D[yrO, X]
e U[X] +2XV[X] + XU [X] + X2V [X] +W [X]
ja yksinkertaistetaan sitd asettamalla funktioiden u, v ja w derivaattoja siséltavien termien summa nollaksi:
nollatermil = Coefficient[derl, derivaatat].derivaatat
e U [X] + X2V [X] +W [X]
Talloin derivaatta on
yrl = derl /. nollatermil->0
e Uu[X] +2XV[X]

Edelld on kéytetty komentoja tarvittavan lisdiehdon muodostamiseen ja derivaatan yksinkertaistamiseen. Tdmé on luontevaa
Kirjoitettaessa ohjelmakoodia Mathematicalle, mutta interaktiivisessa laskennassa on yksinkertaisempaa poimia tarvittavat
termit hiirella.

Vastaavalla tavalla muodostetaan yritteen toinen derivaatta, asetetaan toinen lisdehto ja yksinkertaistetaan derivaattaa:

der2 = D[yrl, x]

e U[X] +2V[X] +e*U [X] +2XV [X]
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nollatermi2 = Coefficient[der2, derivaatat] .derivaatat

e U [X] +2XV [X]
yr2 = der2 /. nollatermi2 -> 0
e Uu[X] +2V[X]
Yritteen kolmas derivaatta saadaan yksinkertaisesti derivoimalla; lisdehtoja ei endé aseteta:
yr3 = D[yr2, x]

e u[Xx] +e*u [X] +2V [X]

Yritteen derivaatat sijoitetaan differentiaaliyhtéloon, jolloin saadaan vain funktioiden u, v ja w derivaattoja koskeva ehto.
Funktiot itse supistuvat pois; tdmé& on seurausta siitd, ettd yrite muodostetaan homogeeniyhtélon ratkaisujen avulla.

ehto = diffyht /. {y[X] ->yr0, y"[X] ->yrl, y""[X] ->yr2, y"""[x] ->yr3} // Simplify

(—1+X) (XU [X] +2V [X]) =¥

Derivaatat saadaan ratkaistuiksi tasta ehdosta ja aiemmin asetetuista lisdehdoista:

derivrtk = Solve[{ehto, nollatermil == 0, nollatermi2 == 0}, derivaatat]
x2 —X+X2 x2
{{Wl[xl%‘E(Z—JFX)ZX,U,[X}%(E—XZ,VIEX}%—(E‘Z}}
2 (-1+X) (-1+X) 2 (-1+X)

Funktiot u, v ja w saadaan tdman jalkeen integroimalla. Selkeinta on laskea funktiot méaréttyina integraaleina alarajan
ollessa mielivaltainen. Mathematicassa voidaan aivan hyvin integroida listoja alkioittain:

integroitavat = derivaatat /. First[derivrtk] /. x->t

{ et ¢ - et et (—2+t)t}
(-1+6)27 2 (-1+1)2° 2 (-1+1)?

fktrtk = Integrate[integroitavat, {t, a, X}]
X -tt? X t2 I
{J et g, J - at, J e (2:Ht at}
a (-1+1) a 2(-1+1) a 2(-1+1%)
Esiintyvid integraaleja ei onnistuta lausumaan alkeisfunktioiden tai Mathematican tuntemien funktioiden avulla.

Vakioiden varioinnilla on kuitenkin l6ydetty yksittdisratkaisu. Mathematican funktioksi maariteltyna tdma on

Yo = Function[x, Evaluate[fktrtk.perusjarj]]

X t2 X2 X 2
Function|x, XZJ - d1t+ceXJ et d1t+J e 2+ T gy
a 2(-1+%) a (-1+7) a 2(-1+%)

ja se toimii kuten miké tahansa funktio:
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Yo [X]
X +2 X 7t+t2
ij—e*zdltJreXJ J e (2: 0T 4¢
a 2(-1+%1) a (- 1+t 2 ( 1+t
Yo " [X]
x2 x2 X2 2 X 2 Xt
e X2+e (—2+X)2X_ e x 2+2XJ_ e 2d1t+exj e t2 at
(-1+X) 2 (-1+Xx) 2 (-1+X) a 2(-1+1) a (-1+1)
Ratkaisu voidaan sijoittaa differentiaaliyhtaloon ja tarkistaa, toteutuuko yhtald:
diffyht /.y ->yo // Simplify
True
Differentiaaliyhtalon yleinen ratkaisu on siis
homogrtk + yo[X]
X 2 X a2 X 2
e C[1] + x2C[2] + C[3] +x2J L — d1t+exf et dlt+J e 2r0 T gy
a 2(-1+1) a (-1+1) a 2 (-1+71%)

Nimittdjien nollakohdan takia tarkastelualue on joko x < 1 tai x > 1. Integraalin alaraja on valittava siitd alueesta, jota
tarkastellaan.

Lukija tutkikoon, miten Mathematica ratkaisee edella késitellyn yhtalén suoraan DSo l've-komennolla.

Linkit

epahomogeenisen yhtalén ratkaisujoukko
vakioiden variointi toisen kertaluvun yhtélon tapauksessa
korkeampien kertalukujen lineaariyhtélot
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