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Airyn differentiaaliyhtald

Airyn differentiaaliyhtalé on hyvin yksinkertainen toisen kertaluvun lineaarinen ja homogeeninen differentiaaliyhtélo, joka
kuitenkaan ei ole ratkaistavissa tavallisten alkeisfunktioiden avulla:

airyyht= y""[X] - XYy[X] ==
-XY[X] +y”[X] =0
ylrtk = DSolvelairyyht, y, X]

{{y - Function[ {x}, AiryAi[x] C[1] + AiryBi[x] C[2]]}}

Mathematica tuntee kuitenkin laajemman kokoelman funktioita, ja ndiden avulla voidaan lausua sekd differentiaaliyhtalon
yleinen ratkaisu ettd sen derivaatta:

airy =y /. First[ylrtk]
Function[ {X}, AiryAi[x] C[1] +AiryBi[x] C[2]]
airy[x]
AiryAi [x] C[1] + AiryBi[x] C[2]
airyder = airy”
Function[ {x}, AiryAiPrime[x] C[1] + AiryBiPrime[x] C[2]]
airyder[x]
AiryAiPrime[x] C[1] + AiryBiPrime[x] C[2]
Kaksi lineaarisesti riippumatonta yksittaisratkaisua saadaan antamalla sopivat alkuehdot ja ratkaisemalla néista vakiot:
vakiotl = Solve[{alry[0] == 1, airyder[0] == 0}, {C[1], C[2]}]

{{cray - % 32/3 Gamma[%} ,C[2] > % 31/6 Gamma[%]}}

vakiot2 = Solve[{airy[0] == 0, airyder[0] == 1}, {C[1], C[2]}]
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Saadut lausekkeet sisaltdvat uuden erikoisfunktion, gammafunktion. Talle kéytetddn yleensd symbolia T" (kreikkalainen
Kirjain iso gamma).

Vakioita vastaavat yksittaisratkaisut ovat
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rtkl = airy[x] /. First[vakiotl]
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rtk2 = airy[x] /- First[vakiot2]
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N&ma voidaan — hieman Mathematican versiosta riippuen — saada my®os suoraan DSo I ve-komennolla:

DSolve[{airyyht, y[0] =1, y"[0] =0}, Y[X], X]

{{ymx1 - % (32/3AiryAi [X] Gamma[%} + 38 AiryBi [x] Gamma |
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DSolve[{airyyht, y[0] =0, y~[0] =1}, y[X], X]

Hymx) - % (—3 313 AlryAi [X] Gamma[%] +3%® AiryBi [x] Gamma |
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Néiden kuvaajista on nahtdvissa erdita toisen kertaluvun homogeeniyhtélélle luonteenomaisia piirteitéa:

Plot[{rtkl, rtk2}, {x, -15, 2}]
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Jos differentiaaliyhtalossa y" + ky = 0 vakio k on positiivinen, kyseessd on vakiokertoiminen yhtald, jonka ratkaisuna on
y = Cysin(vk x) + Cpcos(vVk x), ts. sini-kosini-varahtely. Varahtelyn taajuus on sitd suurempi, mita suurempi k on.
Negatiivisilla muuttujan x arvoilla Airyn yhtal6 on tamantyyppinen: Yhtélo voidaan kirjoittaa muotoon y" + | x| y = 0, ja
sen ratkaisuna ndyttad olevan vérahtely, jonka taajuus kasvaa, kun | x | kasvaa.

Vastaavalla tavalla Airyn yht&ld voidaan rinnastaa positiivisilla muuttujan arvoilla yhtaléén y" — ky = 0, missé k on
positiivinen. Tdmén ratkaisut muodostuvat eksponenttifunktioista: y = C; Vx4 Cpe VK X,

Kuvaajat ndyttdvat myos toisen kertaluvun homogeeniyhtéliden ratkaisuille tyypillisen ominaisuuden: Jos kahdella
lineaarisesti riippumattomalla ratkaisulla on nollakohtia, nd&md vuorottelevat. Toisen ratkaisun kahden perékkdisen nollako-
hdan valissa on tdsmélleen yksi toisen ratkaisun nollakohta. Todistus perustuu Wronskin determinantin ominaisuuksiin.



linair.nb

Linkit

lineaarisen ja homogeenisen yhtalon ratkaisujoukko

Wronskin determinantti

algebrallinen ratkaiseminen Mathematicalla ~ (symalg.nb)
alkuehtoa vastaava yksittaisratkaisu Mathematicalla  (rtkalk.nb)
Airyn yhtalén numeerinen ratkaiseminen  (humryh.nb)
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