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Eulerin yhtalon muuntaminen
vakiokertoimiseksi

Mathematicaa voidaan kayttaa yleisen Eulerin yhtalon muuntamiseen vakiokertoimiseksi yhtaloksi sijoituksella x = e'.
Seuraava esitys toimii periaatteessa mille tahansa kertaluvulle n. Jos n > 20, alkaa laskenta kuitenkin vaatia varsin paljon

resursseja.
Syotetdan Eulerin yhtélon kertaluku ja muodostetaan yhtalo:
n=5
5
euleryht = Sum[ax X KkD[y[X], {X, k}1, {k, 0, n}] ==0

aYIx] +xary [X] +x2ay’ [x] +x3azy® [x] +x*asy™@ [X] +x°as y®) [X] =

Sijoituksen seurauksena syntyy uusi tuntematon funktio u(t) = y(e'). Funktiot y ja u toisiinsa sitova yhtalo talletetaan
nimelle si jyhtalo:

sijyhtalo= u[t] == Y[Exp[t]]
ult] =yle']

Tat4 yhtaléa derivoidaan muuttujan t suhteen n kertaa, jotta saadaan vastaavat derivaattojen véliset yhtalot; nama kerataan
listaksi:

yhtalot = Table[D[sijyhtalo, {t, k}1, {k, 0, n}];
yhtalot // TableForm

uft] =yle*]
u’[t] = ety [e!]
] = ety [ef] +e2ty"[etJ
3) [t) = ety [e'] +3e?ty’[e] + y® [et]
u® ] =ety[et] +7e?ty” [e!] +6e ty® [et] +e*ty® [et]
u® [t] = ety fet] +15 e2t "[et] +25e3tyd) [et] + 10 e?ty™ [el] + 2Ty () [el)

Tuntemattomat, ts. funktion y derivaatat keratdan omaksi listakseen, jossa muuttujaksi otetaan t:

tuntemattomat = Table[D[y[X], {X, k}]1, {k, 0, n}] /. X -> Exp[t]

{ylet]l, yletl, y'et], y® (e, y? [e'], y® [e*]}

Jotta alkuperéinen differentiaaliyht&ld saadaan muunnetuksi funktiota u koskevaksi, yhtaloryhmasté ratkaistaan funktion y
derivaatat ja sijoitetaan nama differentiaaliyhtalodn; muuttujaksi otetaan t:
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sij = Solve[yhtalot, tuntemattomat]

y® [et] 5 et (24u [t] -50u”[t] +35u® [t] -10u® [t] +u® [t]),
ylet] suft], y? [et] » —e?t (6ut] -11u”[t] +6u® [t] —~u® [t]),
y® (et »e®t 2ut] -3u[t] +u® [t]), yef] » —e?t (u[t] ~u’[t]), Y [ef] e tu(t]]]

{{

vakiokertyht = euleryht /. x -> Exp[t] /. First[sij]

apul[t] +ay U [t] —ax (W [t] -u’[t]) +
az (2u[t] -3u’[t] +u® [t]) -a4 (Bu[t] -11u’[t] +6u® [€] —u™ [t]) +
as (24U [t] -50u”[t] +35u® [t] -10u™® [t] +u® [t]) =0

Tall6in on saatu Eulerin yht&loa vastaava vakiokertoiminen yhtélo. Jotta tdmé hahmottuisi selkedmmin, termit kootaan
funktion u derivaattojen mukaan ryhmiteltyina:
derivaatat = Table[D[u[t], {t, k}], {k, 0, n}]

furt], utl, uwit], u® ], u® ey, u® [ty

ryhmitettyvakiokertyht = Collect[vakiokertyht[[1]], derivaatat] == O

aut] + (ag-az+2az-6a4+24as) ut] + (ag-3az+1las-50as) u’[t] +
(az-6a4+35as) u® [t] + (a4 -10as) u® [t] +asu® [t] =0

Col lect-funktiota ei voida kohdistaa suoraan yht&loon, vaan ainoastaan sen vasempaan puoleen
vakiokertyht[[1]], miké tuo sybtteisiin yliméaraistd monimutkaisuutta. Toisaalta kaikki syotteet voidaan pakata
myads yhdelle riville ja muutoinkin hyédyntdad Mathematican ohjelmointikielen piirteita:

Function[x, Collect[x, Table[D[u[t], {t, k}], {k, 0, n}]]1] /e vakiokertyht

au(t] + (ag-az+2az-6a4+24as) ut] + (ag-3az+1las-50as) u’[t] +
(ag-6as+35as) u® [t] + (as-10as) u [t] +asu® [t] =0

Saadun yhtalon vasemmasta puolesta voidaan myo6s poimia eri derivaattojen kertoimet ja esittdd ndma taulukkona:

Table[Coefficient[ryhmitettyvakiokertyht[[1]], D[u[t], {t, k}]11, {k, O, n}] // TableForm

do
a-a+2az-6a4 +24 as
a, -3az+1las -50as
az-6a4 +35as

as -10as

as

Kertoimet ovat todellakin vakioita.



lineus.nb

Linkit

Eulerin yht&lén muuntaminen vakiokertoimiseksi ja ratkaiseminen
yhtalén muuntaminen sijoituksella
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