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Vakiokertoimisen lineaariyhtalon
karakteristisen yhtalon kompleksiset
juuret

Tarkastelun kohteena olkoon kertalukua n oleva vakiokertoiminen homogeeninen differentiaaliyhtalo:

n=3

3

diffyht = Sum[ax D[y[X], {X, K}1, {k, 0, n}] ==

aoy[x] +ary [X] +a2y”[X] +azgy® [x] =0

Té&man karakteristinen yhtald saadaan sijoittamalla yht&loon yrite y = €' ja jakamalla sijoittamisen jélkeen eksponent-
titekijé pois. Samaan tulokseen paastdén korvaamalla differentiaaliyhtalossa derivaatat vastaavilla muuttujan r potensseilla:

karaktyht = diffyht /. Table[D[y[X], {X, k}] -> r~k, {k, 0, n}]

a0+ra1+r2a2+r3a3:0

Kyseessa on polynomiyhtald, jonka juuret ry, r, jne. antavat differentiaaliyhtalon perusratkaisut y = ™%, y = e"* jne.
Oletetaan, ettd yhtalolla on kompleksinen juuripari r1 = @ + Bi, r; = @ — Bi, ja pyritddn osoittamaan, ettd talldin
vastaaviksi perusratkaisuiksi kelpaavat e** sin(8x) ja e** cos(8x). Koska r; = a + Bi jar, = @ — Bi ovat juuria,
seuraavat ehdot toteutuvat:

komplehdot = ComplexExpand[{karaktyht /. r -> a+ 1 B8, karaktyht /. r -> a - i B}]

{ao+o<a1+a2a2—52a2+oz3a3—3oc52a3+11 (Ba1+2aﬁa2+3a25a3—ﬁ3a3) =0,
ao+aa1+a2a2—/32a2+a3a373a/32a3+j1 (—Ba1—2a6a2—3a25a3+/33a3) ::0}

Yhtéldissa esiintyvat vakiot ovat kaikki reaalisia, jolloin kahdesta kompleksisesta ehdosta saadaan periaatteessa nelja
reaalista ehtoa asettamalla kummankin reaali- ja imaginaariosa erikseen = 0. Erilaisia ehtoja saadaan kuitenkin vain kaksi,
kuten pitadkin: Jos nimittéin reaalikertoimisella polynomiyhtél6ll4 on juurena @ + S, myos liittoluku on juuri. Reaalisten
ehtojen esiin poimiminen on yksinkertaisinta tehda hiirell&. Se voidaan tehda myds Mathematican keinoin. Tdma on hieman
monivaiheista, koska Mathematica kohtelee muuttujia normaalisti kompleksisina ja tdman johdosta kertoimet on erikseen
méadriteltdva reaalisiksi madreelld Element[muuttujat,Reals]. Merkintd [[1]] viittaa listan ensimmadiseen
elementtiin, ts. edelliseen kahdesta yhtalosta.

muuttujat = Flatten[{Table[ak, {k, O, n}], a, B}]

{ap, a1, a2, az, a, B}
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reaaliosaehdot = Simplify[Map[Re, komplehdot, {2}], Element[muuttujat, Reals]]

{ag+a (a1 +a (ag +oaz)) = B2 (ap+3aaz), ag+o (A1 +a (Az +aaz)) = B2 (a+3aaz)}

imagosaehdot = Simplify[Map[Im, komplehdot, {2}], Element[muuttujat, Reals]]

{Blan+2aaz+ (30%-3%)az) =0, B (an+2aa+ (3a%-p2) ag) =0}

ehdot = {reaaliosaehdot[[1]], imagosaehdot[[1]]}
{ap+a (a1 +a (ag+aaz)) = B2 (az+3aag), B (ay+2aax+ (3a® - #%) az) =0}
Sijoitetaan tutkittavat perusratkaisut differentiaaliyhtaloon:
sij = {diffyht /.y -> Function[x, Exp[a X] SIn[BX]],
diffyht /.y -> Function[x, Exp[a X] COoS[B X]]}

{eX*Sin[xpB] ap+ (e**BCosS[XB] +e**aSin[x3]) a1 +

(2e** o BCOS[XB] + ¥ a? Sin[xB] - eX* B2 SIin[xB]) az +

(3eX“a? BCos[xB] -e**B3Cos[xB] +eX?a®SIin[XB] -3eX*ap?Sin[xp]) az =0,
e**Cos[xfB] ap + (e**aCos[XxB] -e**BSIn[XB]) a1 +

(X% 0? Cos[X B] - e B2 Cos[XB] -2e**aBSin[xB]) az +

(e** o Cos[xB] -3e*?ap?Cos[xB] -3e*?c?BSIin[xB] +e?B2Sin[xB]) ag = 0}

Ongelmana on, toteutuvatko nama yhtalét, kun oletetaan, ettd « ja 3 toteuttavat edellé johdetut ehdot:

Simplify[sij, ehdot]

{True, True}
Molemmat yht&l6t ndyttévét olevan tosia, ja vastaavat perusratkaisut siis todella ovat ¢ * sin(3 x) ja e** cos(g X).

Symbolisissa laskentajarjestelmissa kuten Mathematicassa on suhteellisen hyvat tydkalut (usean muuttujan) polynomieh-
tojen kasittelyyn; taustalla ovat ns. Grébnerin kannat. Probleeman monimutkaistuessa laskennan raskaus kuitenkin kasvaa
nopeasti.

Kompleksisten juurten tapausta voidaan kasitelld myds toisin. Koska kompleksiluvut toteuttavat samanlaiset laskusaannot
(derivointisddnndt mukaanluettuina) kuin reaaliluvutkin, voidaan ajatella, ettd kirjoitetaan differentiaaliyhtélon yleinen
ratkaisu kompleksisten eksponenttifunktioiden avulla:

komplratk = C[1] Exp[(a+ 1 B) X] + C[2] EXp[ (a - i B) X]

@X (a+1 3) C [1} + eX (a-1 f3) C [2}
Tama kehitetadn kayttaen eksponenttifunktion laskusaantoa ¢**Y = ¢* eY, joka on voimassa myds kompleksitapauksessa, ja
sen jalkeen sovelletaan Eulerin kaavaa e’ = cosu + isinu. Laskun voi tehdé kasin tai kayttamalla sopivaa Mathematican
funktiota:

trigratk = ComplexExpand[komplratk]

€% C[1] Cos[xB] +e**C[2] Cos[XB] +1i (€X*C[1] Sin[xB] - eX*C[2] Sin[xB])
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Tama todellakin ndyttaa sisaltdvan haluttua muotoa e * sin(3 x) ja €** cos(8 x) olevia termeja. Nadiden kertoimet ovat
sinkerroin = Coefficient[trigratk, Exp[aXx] Sin[B X]]
iC[1l] -iC[2]
coskerroin = Coefficient[trigratk, Exp[aXx] Cos[B X]]
Ci1] +C[2]
Ratkaisu voidaan sievent&d antamalla ndille kertoimille nimet C[ 3] ja C[4]:
uudetvakiot = Solve[{sinkerroin=C[3], coskerroin==C[4]}, {C[1], C[2]}]

{{crn 97% i (C[31+1iC[4]),C[2] > 1

5 i (C[3] -1C[4]) }}

trigratk /. First[uudetvakiot] // Simplify

€% (C[4] Cos[x B] +C[3] Sin[xA])

C[1] ja C[2] seka toisaalta C[ 3] ja C[4] ovat symmetrisessa asemassa. Jos kumpi tahansa pari valitaan mielivaltaisesti,
toinen pari maaraytyy.
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