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Vakiokertoimisen lineaariyhtalon
karakteristisen yhtalon useampikertaiset
juuret

Kiinnitetdan aluksi kolme vakiota.

Tarkastelun kohteena olkoon kertalukua n oleva vakiokertoiminen homogeeninen differentiaaliyhtalo:
n=3
3

Taman karakteristinen polynomi on myds astetta n. Polynomilla olkoon nollakohta r, jonka kertaluku on p ( < n):
p=2
2

Tarkoituksena on tutkia, onko y = x ¢"* yhtalén ratkaisu, kunk = 0, 1,2, ..., g (luontevimmin q = p):
g=3
3

Vakiokertoimisten yhtaldiden teorian mukaan ndin pitdisi olla arvoon k = p — 1 saakka.

Differentiaaliyhtal6 on
diffyht = Sum[ax D[y[X], {X, k}1, {k, 0, n}] ==
aoy[X] +a1y [X] +azy” [X] +azy® [x] =

Karakteristinen yht&lo saadaan sijoittamalla yht&loon yrite y = e"* ja jakamalla sijoittamisen jalkeen eksponenttitekija
pois. Samaan tulokseen péastaan korvaamalla differentiaaliyhtéldssé derivaatat vastaavilla muuttujan r potensseilla:

karaktyht = diffyht /. Table[D[y[X], {X, k}] -> r~k, {k, 0, n}]

a0+ra1+r2a2+r3a3::0

Luku r on tdmdn p-kertainen juuri, jos ja vain jos se on myds karakteristisen polynomin derivaattojen nollakohta kertaluk-
uun p — 1 saakka. Kertaluku p voidaan siten karakterisoida seuraavilla ehdoilla:
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ehdot = Table[D[karaktyht, {r, k}1, {k, 0, p-1}]

{ag+rai+réa;+riag=0, a;+2rax+3raz=0}

Sijoitetaan ratkaisut y = x€ e"* (0 < k < q) differentiaaliyht&ldon ja tutkitaan, toteutuuko tamé, kun r téyttad edella asetetut
ehdot:

sij = Table[ diffyht /. y -> Function[x, X "k Exp[r x]], {k, 0, q}]

{(e"*ag+e" ™ *raj+e"*rla+e"*réaz =0,

e™xag+ (e"+e™rx)ar+ 2e™*r+e" Xr’x)ay+ (3e"*r2+e"™*réx)az =0,

e"*xPag+ (2e™*x+e"Xrx?)ar+ (2e X+4e"*rx+e™*r2x?) a +
(Be"*r+6e™*r’x+e™*r3x?)az =0, e*xag+ (3e™x2+e"™Xrx%) a; +
Be™x+6e™rx2+e™r2x3) ay+ (6e"*+18e ™ *rx+9e™*r2x2+e"*ri3x3) az = 0}

Simplify[sij, ehdot]

{True, True, e"* (ap +3raz) ==0, e"* (xaz+ (1+3rx) az) =0}

Yhtélon toteuttavia ratkaisuja nayttad todellakin olevan nollakohdan r kertaluvun p mukainen maard, kuten teorian mukaan
pitaakin.

Polynomiehtojen kasittelyyn symboliset laskentajérjestelmét kuten Mathematica kayttavat ns. Grébnerin kantoja. Problee-
man monimutkaistuessa naiden kéaytto tulee kuitenkin raskaaksi hyvin nopeasti. Vaikka edelld oleva lasku voidankin
periaatteessa laskea mill tahansa arvoilla n, p, g, laskenta alkaa arvojen kasvaessa vaatia aikaa ja muistia todella paljon.
Lukija kokeilkoon!
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