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Kayraparven kohtisuorat leikkaajat
napakoordinaattitapauksessa

Esimerkki on jatkoa 'Kéyraparven kohtisuorat leikkaajat' -esimerkille, jossa vastaavaa ongelmaa on tarkasteltu suorakulmai-
sissa koordinaateissa.

Puhdistetaan tydtila:
Remove["'Global " "]

Kéyraparvi voidaan antaa myds napakoordinaattiesityksend muodossa r = ry(¢). Olkoon annettuna myos toinen kéyraparvi
r = ry(¢). Ehto ndiden kohtisuoralle leikkaamiselle voidaan johtaa seuraavasti:

Kummankin kdyrén pisteiden suorakulmaiset koordinaatit saadaan vektoreista

vl = {ri[e] Cos[e], ri[e] Sin[e]}

{Cos[p] ri[e]l, Sin[e] ri[p]}

v2 = {r2[e] Cos[e], r2[¢] Sin[e]}

{Cos[e] r2le], Sin[p] rz2(¢]}
Néissé napakulma ¢ on kéyraparametrin asemassa. Kayrien tangenttivektorit saadaan derivoimalla kdyréparametrin suhteen:

tl=D[vl, ¢]

{-Sin[p] ri[e] +Cos[p] ri'[¢], Cos[¢] ri[e] +Sinfe] ri’ (o]}

t2 = D[V2, ¢]

{-Sinfe] rz2[¢] +Cos[p] r2'[¢], Cos[e] ra(¢] +Sin[e] rz2'[¢]}

Kéyrien leikkaamisen kohtisuoruusehto on, ettd tangenttivektorit ovat toisiaan vastaan kohtisuorat, ts. niiden pistetulo on
=0

kohtisuoruusehto= tl1.t2 == 0 // Simplify
rife] rzle] +ri'[e] r2’[¢] =0
Ratkaisemalla tastd r; (¢) ja ottamalla huomioon, etta leikkauspisteessa on ri(g) = ra(¢) = r(y), saadaan

Solve[kohtisuoruusehto, ri[e]] /- {ri[e] -> rle]l, ra2[e] -> rlel}

: rie)?
({rer - -5 1)
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Korvausehto, joka tarvitaan johdettaessa alkuperdisen parven differentiaaliyhtdlosta kohtisuorien leikkajien differen-
tiaaliyhtélo, on siis

, 1@
AT
Esimerkkina olkoon kayraparven

parvi = r[¢] == CExp[k ¢]

rip] =Cek?
kohtisuorien leikkaajien etsiminen.

Kéyraparven kuva arvolla k = % voidaan piirtdd Mathematican lisapaketissa Graphics Graphics™ olevaa funktiota
PolarPlot kayttaen:

<< Graphics~Graphics™;
kuval = PolarPlot[Evaluate[Table[parvi[[2]] /- k->0.5, {C, 1, 10}]], {e, -2, 6}]

-120

- Graphics -
Kéyraparven differentiaaliyhtélon johto:

derivparvi = D[parvi, ¢]

rlp] =Cef¢k

diffyht = Eliminate[{parvi, derivparvi}, C]

r'[o] =Krloe]

Kohtisuorien leikkaajien differentiaaliyhtéld saadaan tekemélld alussa johdettu korvaus:
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riel?
r o]

diffyht2 = diffyht /. r'[e] -> -

]2
=krlo]

rioe

Taman ratkaiseminen antaa kohtisuorat leikkaajat:
ratk = DSolve[diffyht2, rl¢], o]
{{rie] >0}, {rio] > e*C[1]}}
parvi2 = r[e] == (r[e] /. Last[ratk] /. C[1] ->C)
rjp] =Ce %
Kuva kohtisuorien leikkaajien parvesta arvolla k = % ja molemmista parvista yhdessa:

kuva2 = PolarPlot[Evaluate[Table[parvi2[[2]] /- k->0.5, {C, 1, 20}11,
{0, -6, 2}, PlotRange -> {{-75, 75}, {-120, 30}}, AspectRatio -> Automatic]
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- Graphics -
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Show[kuval, kuva2, PlotRange -> {{-75, 75}, {-120, 30}}, AspectRatio -> Automatic]
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il %

- Graphics -

Kuvasta voidaan ottaa osasuurennus

Show[kuval, kuva2, PlotRange -> {{0, 10}, {-5, 5}}, AspectRatio -> Automatic]
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Tehtavia

Etsi napakoordinaateissa annetun kdyraparven r = C cos ¢ kohtisuorat leikkaajat. Mieti ennen piirtamista, millaisesta
kayraparvesta on kyse.

Tutki, millainen korvausehto saadaan, jos kdyréaparvien halutaan leikkaavan 45 asteen kulmassa. Sovella tata
seké esimerkin alkuperéiseen kayraparveen ettd edellisen tehtavén parveen.

Linkit

kayréparven differentiaaliyhtalo
kayraparven kohtisuorat leikkaajat suorakulmaisissa koordinaateissa  (orttrxy.nb)
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