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Parabolinen peili

Taskulamppu on kaikille tuttu arkinen kapistus. Hyvén taskulampun valo tulee yhdensuuntaisena keilana ulos valaisimesta
eikd hajavaloa juuri synny. Tallaisella valaisimella voidaan valaista kaukanakin oleviin kohteisiin hyvilla valovoimalla.
Jotta lampulla olisi ndma ominaisuudet, siind olevan heijastinpeilin tulee heijastaa mihin tahansa suuntaan polttimosta
lahteva valo samansuuntaisena sateend ulos valaisimesta. Téllaisen peilipinnan idea on esitetty alla olevassa kuvassa.
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Selvitetddn kyseisen peilinkaaren muoto. Kuvasta voimme nahda, ettd mikali lamppu sijaitsee origossa,

Yy 2 tan (6)
tan <29) = Y = m.

Liséksi kuvaajan geometria paljastaa, etta kéyran tangentin suuntakulma pisteessé (x, y) on e eli
dy

dix :tan (9).

Sijoittamalla saadaan
yy"?+2xy"-y=0.
Ratkaisemalla tdmé& yhtéld voidaan ratkaista peilin muoto xy-koordinaatistossa, kun lampun polttimo sijaitsee origossa.
Laskujen aluksi on syyta héavittdd mahdollisista aiemmista laskuista jadneet muuttujat.
Remove["Global " %'"]

Muodostetaan differentiaaliyht&lo:
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yht = y[X]y"[X]"2+2Xy"[X] - Y[X] ==
~y[x] + 22Xy [X] +y[x] Yy [x]?=0
Valitaan alkuehdoksi kayrén ja x-akselin leikauspiste; tdimé olkoon kohdassa x = -1:
alkuehto=y[-1] ==
y[-1] =
Ratkaistaan differentiaaliyhtaloryhma:
rtk = DSolve[{yht, alkuehto}, y[X], X]
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Solve::dinv : The expression
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involves unknowns in more than one argument, so inverse functions cannot be used. More...
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Solve::dinv : The expression involves
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unknowns in more than one argument, so inverse functions cannot be used. More..

Solve::ifun : Inverse functions are being used by Solve, so some
solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. More..

Solve::ifun : Inverse functions are being used by Solve, so some
solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. More..

Solve::ifun : Inverse functions are being used by Solve, so some
solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. More..

General::stop : Further output of Solve::ifun will be suppressed during this calculation. More..
{yix1 - -2i+/-1-x}, {y[x] »2i+V-1-x}, {y[x] >-2V1+x}, {y[x] >2+/1+x}}

Laskenta tapahtuu kompleksilukuja hyddyntaen, jolloin nelidjuurifunktion kaksihaaraisuuden takia annetaan varoitukset.
Differentiaaliyhtal6lla on selvastikin ratkaisuna nollafunktio, mutta tdma ei ole probleeman kannalta mielenkiintoinen.
Nelja muuta l8ydettyd ratkaisua siséltdvét vain kaksi erilaista. Ndenndisestd kompleksisuudesta huolimatta ndmé ovat
reaalisia, kuten seuraava osoittaa.

muodot = y[Xx] /- rtk // Simplify // PowerExpand
{—Zj\/—l—x, 2i+/-1-%x, -2+1+x, 2\/1+x}

Reaaliset ratkaisut antavat peilin yl&- ja alaosan muodon. Piirretddn kuva:
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peili = Plot[Evaluate[muodot[[{3, 4}111],

{x, -1, 5}, AspectRatio -> Automatic, DisplayFunction - ldentity];
lamppu = Graphics[{PointSize[0.1], Hue[.15], Point[{0, O}],

Hue[1], Thickness[0.015], Circle[{0, O}, .3]}1;
Show[peili, lamppu, DisplayFunction - $DisplayFunction]

- Graphics -

Peili on muodoltaan pyérahdysparaboloidi.

Tehtava

Laske peilin pinta-ala peilin ja x-akselin leikkauskohdan funktiona, kun peili rajoitetaan siten, ettd se ei ulotu lampun
etupuolelle. Millainen peilin tulee olla, jotta sen pinta-ala olisi 10 yksikk6a?
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