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Usean yhtalon ryhman ratkaiseminen

yhteen yhtaloon palauttamalla

Olkoon tarkasteltavana kolmen differentiaaliyhtalén normaalimuotoinen ryhmé, jossa tuntemattomina funktioina ovat x(t),

y(®) ja z(t):
dyl= x"[t] == X[t] + y[t] - z[t] + 1;
dy2=y"[t] == - X[t] + S5y[t] + z[t] + t;
dy3 = z"[t] == -2X[t] + 2y[t] + 4Zz[t] + t"2;

{dyl1, dy2, dy3} // TableForm

X [t] =1+X[t] +y[t] -z[t]
yi[t] =t-X[t] +5y[t] +z[t]
Z[t] =2 -2X[t] +2y[t] +4zZ[t]

funktiot = {x[t], y[t], z[t]};

Ryhma pyritaén ratkaisemaan eliminoimalla ensin yhtaldista funktiot x ja y, jolloin saadaan yksinomaan funktiota z kosk-
eva differentiaaliyhtdld. Tata varten kaksi ensimmaista yhtaloa derivoidaan kerran ja viimeinen yhtald kaksi kertaa, jolloin
saadaan kaikkiaan seitseman yhtaloa:

dy4 = D[dy1l, t];
dy5 = D[dy2, t];
dy6 = D[dy3, t];
dy7 = D[dy3, {t, 2}]1;

{dy1, dy2, dy3, dy4, dy5, dy6, dy7} // TableForm

X [€] =1+X[t] +y[t] -z[t]

y'[t] =t-x[t] +5y[t] +Z[t]

Z[t] =t2-2x[t] +2y[t] +42Z[t]

X7 [t] =X [t] +y [t] - Z'[T]

y [t] =1-X[t] +5y [t] +Z'[t]
z'[t] =2t-2X[t] +2y [t] +4 2z [t]
z® [t] =2-2x"[t] +2y”[t] +42"[t]

Kuudesta ensimmaéisesta yhtalostd voidaan ratkaista funktiot x ja y derivaattoineen ja tdmén jalkeen sijoittaa lausekkeet

peréttain

viimeiseen yhtaloon:



ryhsym.nb

elimsij = Solve[{dyl, dy2, dy3, dy4, dy5, dy6}, {x[t], y[t], x"[t], Yy [t], Xx""[t], y""[t]}]

{{x1t] %7% (-2+4t-4t2-12z[t] +8Zz [t] -z’ [t]),

1 (-2+4t-2t%2-4z[t] +62Z[t] -Zz"[t]),

(-4+4t-3t2-62z[t)+72[t] -z’[t]),

(-8+10t-6t2-12z[t] +20Z [t] -3z’ [t]),

x
1
2
y’[t}»—%(—4+6t—3t2—62[t}+112’[t]—22”[t1),
1
2
%( 18+26t-121>-24z7[t] +462Z [t] -9z [t]) }}

dy = dy7 /. First[elimsij]

z® [t] =12-16t+61>+122z[t] -262' [t] +10Zz"[t]

Tuloksena on kolmannen kertaluvun yhtélé funktiolle z. T&mé voidaan 16ytdd myos hieman suorempaan kayttamalla
Mathematican El iminate-komentoa:

Eliminate[{dyl, dy2, dy3, dy4, dy5, dy6, dy7}, {x[t], y[t], x"[t], y"[t], x""[t], y""[t]}]

z® [t] =12-16t+612+122z[t] -262' [t] +10z" [t]

Yhtéalon funktiomuotoiseksi ratkaisuksi saadaan

zratk = DSolve[dy, z, t]

1

[{z > Function[(t}, 55 (-71-30t-18¢) rel@VZ)tor1y 4 el2V2Z) T2

+e®tC31]}}
Yhtéléryhman yleinen ratkaisu muodossa x(t), y(t), z(t) saadaan tata ja aiempia lausekkeita kdyttaen:

ylratk = funktiot /. First[elimsij] /. First[zratk] // Simplify;
ylratk // TableForm

%(—8—3t—t2+(1+2\/—) VZiteray v (1 2\/—) (V2] tcr2y)
"% -5z (1eV2) e Z*Wtc[ L(1+v2)e tC2] + e8tC[3]
-%-%-%W’(’Z*ﬂtc[ ]+e<2*ﬂtC[21+e6tC[3]

Tiettyd alkuehtoa vastaavat vakioiden arvot saadaan tdmén jalkeen tavalliseen tapaan ratkaisemalla algebrallinen yhtalory-
hma. Olkoon alkuehtona x(0) = 1, y(0) = -2, z(0) = 3. Talldin

vakiot = Solve[ (ylratk /. t->0) == {1, -2, 3}, {C[1], C[2], C[3]1}] 7/ Simplify

{{C[3]a—%,C[l}e%,C[2} %(72 172)}}

Vastaava yksittaisratkaisu saadaan sijoittamalla vakioiden arvot yleiseen ratkaisuun:
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vksittratk = ylratk /. First[vakiot] // Simplify;
yksittratk // TableForm

Le V2]t (20,232 + (20-23+/2) e2V2t_4el2V2)t (8,314 1?))
63 (-2643+/2 ) e (12120 € .
shr (-86€9F- ( M% -9(38+55+2) el*VZ1t 14 (17412 1)|

71 436t (20+23 \/_2‘) e (-2V2) t

1 2++/2 5 2
36 2 " 4872 +§<72—17\/§)e( \/—>t7Tt’tT

Ratkaisujen kuvaajat:

Plot[Evaluate[yksittratk], {t, O, 1}, PlotRange -> {-20, 20}]
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Edella oleva esitys kuvaa, miten eliminointiprosessi ja yhtaloryhman ratkaiseminen tapahtuu. Jos tavoitteena on ainoastaan
saada tietyn alkuarvoprobleeman ratkaisu, pé&astadn paljon vahemmaélla kohdistamalla Mathematican DSo I've-funktio
suoraan alkuperdiseen yhtaloryhméaan ja alkuehtoon:

suoraratk = funktiot /. Flatten[

DSolve[{dyl, dy2, dy3, x[0] ==1, y[0] == -2, z[0] == 3}, Funktiot, t]] // Simplify;
suoraratk // TableForm

%e’ﬁt((20+23\/§) (20 23/2) 2 12]t 42t (8.3t 1?))
s e V2t (9(-384+55+/2) €2t -9 (38+55+/2) 212t _86el®V2]t _14¢V2t (17 121))
Sy e V2t (9 (72+17\/§)@2t—9( 72+17+/2) 2121t _43e(002)t 772t (71,30t +1812))

Eri tavoilla saadut ratkaisut ovat todellakin samat:

yksittratk == suoraratk // Simplify

True
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