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Sarjaratkaisun etsiminen Mathematicalla

Olkoon tarkasteltavana ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtéld:
diffyht= y"[X] ==1 + y[X]"2
Y [X] =1+y[x)?

Talle pyritddn etsimaén sarjaratkaisu origokeskisend potenssisarjana. Tavoitteena on laskea sarjan termien kertoimet
n-asteiseen termiin saakka:

n=10
10
Tarvittava potenssisarjamuotoinen yrite jaddnndstermeineen on
yrite := Function[x, Sum[ax Xk, {k, 0, n}] + O[X]™N(n+1)]
Tama on esitetty funktiona eiké lausekkeena, jotta yhtaloon sijoitettaessa myos derivaatta saadaan sijoitetuksi:

sarjayht = diffyht /.y -> yrite

Series::sbyc : Division by a series with no coefficients in O[)l(]l . More..

aj+2ayXx+3agx?+4asxP+5a5x* +6agx®+7a7;x®+8agx’ +9agx®+10a10x® +0[x] =

(1+a3) +2apa; X+ (a3 +2apay) X2+ (2a;ax+2apaz) x° +
(a3 +2ajaz+2agay) X*+ (2azaz+2asaz +2agas) x° +
(a§+2a2a4+2a1a5+2aoa6) X8 + (2agag+2azxas +2a;ag +2apay) x7 +
(a3 +2azas +2azag+2a1ay+2apag) X2+ (2azas +2azag+2axay+2ayag+2agag) X°+
(a2 +2asag +2azay +2azag+2aj ag + 2ag agp) X0 +0[x]H

Yhtélén oikealla ja vasemmalla puolella on potenssisarja. Jotta ndma olisivat samat, tulee samakorkuisten potenssien
kertoimien yhtalon oikealla ja vasemmalla puolella olla samat. Kertoimien vélille talldin syntyvét yhtalét voidaan muo-
dostaa Mathematican LogicalExpand-komennolla. Ensimmainen yhtéld saadaan vertaamalla vakiotermien kertoimia,
toinen vertaamalla ensimmaisen asteen termej jne.

yhtalot = LogicalExpand[sarjayht]

l+ad-a;=08&82apa; -2a,=08&8%a%+2apa,-3as == 08&&
2ajay+2agaz-4as=08a3+2ajaz+2apas-5as = 08&&

2apaz+2a,as+2apas -6 ag ::O&&a%+2a2a4+2a1a5+2a0a5—7a7 = 08&&
2azas+2aas+2a;ag+2apay -8ag ::O&&aﬁ+2a3a5+2a2a6+2a1a7+2aoa379ag = 08&&
2asas +2azag+2aray+2aiag+2apag-10aig ==

Tuloksena on rekursiivinen epélineaarinen yhtaléryhmaé: ensimmaisesta yhtélostd voidaan ratkaista a;, jos ap tunnetaan,
toisesta tdmén jalkeen a,, kolmannesta az jne. Kokonaisuudesaan ryhmé voidaan ratkaista Solve-komennolla. Téssa
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jalkimmaiseksi argumentiksi pitéisi oikeastaan antaa lista yhtaléryhméan tuntemattomista, mutta oletuksena on, etta ratkaisu
tapahtuu kaikkien ryhmadssa esiintyvien symbolien suhteen. Kaikkia tuntemattomia ei saada ratkaistuiksi, vaan muut
voidaan ainoastaan lausua ensimmaisen kertoimen ag avulla; tdstd annetaan varoitus.

ratk = Solve[yhtalot]

Solve::svars : Equations may not give solutions for all "solve" variables. MOre..

ap (1382 + 14102 a3 + 47685 aj + 72765 a + 51975 a + 14175 a3°)

{{a0 > 14175 g
62 + 1382 a3 + 6360 a4 + 11655 a§ + 9450 af + 2835 alP
dg - »
2835
3 > 1c @ (6244023 + 1008 af + 945 a§ + 315a5) ,
a7»A§%§(17+248a%+756a3+840a8+315a&,
aee-ggao(l7+77a§+105aﬁ+45a®,zg-;fg(2+l7a§+30a§+15a®,
me%ao (2+5a%+3a3),a3»% (1+4a3+3aj), az>ap (1+a3), a1e1+a%}}

Sijoittamalla kertoimet yritteeseen saadaan ratkaisuna olevan potenssisarjan alkupaa:

sarjaratk = yrite[x] /. First[ratk]

ap+ (1+a3) x+ag (1+aj) x2+% (1+4ad+3af) x3+%ao (2+5a3+3ag) x*+
(2+17a%+30a3+15a8)%5+j%w%(17+77a§+105a3+45a®)@+
. (17+248a8+756a3+840a8+315a8)x7+-§%§

1
62 + 1382 aj + 6360 a3 + 11655 af + 9450 a§ + 2835 aiP) x°

2835
ap (1382 + 14102 a3 + 47685 a§ + 72765 a§ + 51975 af + 14175 a3®) x10
14175

'—\
‘l—\m"“

ap (62 + 440 a3 + 1008 ag + 945 af + 315 a8) x3 +

—~ W

+0[x]t

Tama sisaltdd yhden maaradmattoman vakion ag, kuten ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtalon yleiselle ratkaisulle
luonnollista onkin. Jos alkuehdoksi valitaan y(0) = 0, tulee olla ag = 0. Vastaava yksittéisratkaisu on

yksittratk = sarjaratk /. ag ->0

x3 2x5 17x’ 62x°

X+ = + + * 5835

3t 15 ' 315 +0D M

Tama on sama kuin funktion tan x origokeskinen Taylorin sarja:

Series[Tan[Xx], {X, 0, n}]

x3 2x5 17x’ 62x°
X+ —5 + + +

11
3 " 15 ' 315 * 2835 *9XI

Nain tulee ollakin, silla differentiaaliyhtald on separoituva ja sen yleiseksi ratkaisuksi saadaan y = tan(x + C):

DSolve[diffyht, y[X], X]

{{y[x] >Tan[x+C[1]]}}
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Jotta sarjaratkaisulle voitaisiin piirtdd kuvaaja, siitd on pudotettava jadnndstermi pois. Taméan tarkkaa lausekettahan ei
tunneta eika sille siis voida laskea numeerisia arvoja piirtdmista varten. Jd&dnndstermin poistaminen tapahtuu komennolla
Normal:

poly = Normal [yksittratk]

x3 2x®> 17x’ 62x°
X+ & + + +

3 15 315 2835

Sarjaratkaisu ja funktio tan x samassa kuvassa:

Plot[{poly, Tan[x]}, {X, 0, 1.5}]
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- Graphics -

Esitetty lasku ei anna viitteitd sarjaratkaisun suppenemisalueesta. Kokonaan muilla keinoilla voidaan osoittaa, ettd tangen-
tin origokeskisen Taylorin sarjan suppenemisséde on /2. Sarja suppenee siis vain valilld | - /2, n/2].

Haluttua termilukua n voidaan edell& olevassa laskussa muuttaa ja tdmén jalkeen laskea kaikki uudelleen valinnalla Evalu-
ate Notebook valikosta Kernel/Evaluation.

Linkit
sarjamuotoinen yrite
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