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Differentiaaliyhtalon ratkaiseminen
Mathematicalla algebrallisesti

Yleinen ratkaisu lausekkeena

Mathematicassa on kaytettavissa differentiaaliyhtéldiden ratkaisemiseen komento DSolve. Tama saa kolme argumenttia:
ratkaistava yhtélo, tuntematon funktio ja muuttuja. Suositeltava kaytantd on tallettaa yhtald aluksi jollekin nimelle ja
kayttaa tatd DSo I ve-komennon argumenttina:

diffyht = x*2y""[X] - Xy "[X] + Y[X] ==
YIX] - XY [X] +X?y” [X] =

ratkaisu = DSolve[diffyht, y[X], X]

{{y[x] »xC[1] +xC[2] Log[x]}}
Yhtélén voi luonnollisesti kirjoittaa DSo I ve-komentoon suoraankin:

DSolve[x”2y ™" [X] - Xy "[X] + Y[X] == 0, Y[X], X]

{{y[x] »xC[1] +xC[2] Log[x]}}

Ratkaisu antaa funktion y lausekkeen ja se saadaan sijoitussddnnén muodossa listana. Kukin listan alkio on jokin yhtalén
ratkaisuksi kelpaava lauseke. Tassa ratkaisulausekkeita on kuitenkin vain yksi, yhtalén yleinen ratkaisu. Maaraamattomat
vakiot ovat muodossa C[1], C[2] jne.

Jotta ratkaisun lauseketta voitaisiin helposti k&yttaa, se kannattaa tallettaa jollekin nimelle:

yleinenratkaisu = y[X] /. First[ratkaisu]

XC[1] +xC[2] Log[X]

(Lausekkeeseen y[x] siis tehdaan listan ensimmaisen — ja talla kertaa ainoan — alkion maaraama sijoitus ja tulos talle-
tetaan nimelle yleinenratkaisu.)

Tésta saadaan yksittaisratkaisu sijoittamalla vakioille jotkin arvot, mink& jalkeen voidaan vaikkapa piirta4 kuvaaja:

yksittaisratkaisu = yleinenratkaisu /. {C[1] -> 2, C[2] -> -1}

2 x -xLog[x]
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Plot[yksittaisratkaisu, {x, 0.1, 5}]
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Yleinen ratkaisu funktiona

Komennolla DSolve voidaan myds saada ratkaisu funktiona. Sy6te on téllgin annettava hieman erilaisessa muodossa:

ratkaisu = DSolve[diffyht, y, X]

{{y » Function[{x}, xC[1] +xC[2] Log[X]]}}

Kun tdma funktio talletetaan jollekin nimelle, sit4 voidaan kayttdé kuten mité tahansa funktiota:

yr = y /. First[ratkaisu]

Function[{x}, XC[1] +XxC[2] Log[X]]

yrit]
tC[1] +tC[2] Log[t]

yriz]
2C[1] +2C[2] Log[2]

yr-[t]
C[1] +C[2] +C[2] Log[t]

Alkuarvoprobleeman ratkaisu

Komennolla DSolve voidaan my®s ratkaista alkuarvoprobleema, jolloin differentiaaliyhtal® ja alkuehdot on annettava
listana. Ratkaisu voidaan pyytad joko lausekkeena tai funktiona samalla tavoin kuin yleisen ratkaisun tapauksessa.

DSolve[ {diffyht, y[1] == 2, y"[1] == 5}, Yy[X], X]

{{y[X] »2x+3xLog[x]}}
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DSolve[{diffyht, y[1] ==2, y"[1] == 5}, V¥, X]

{{y » Function[{x}, 2x+3xLog[x]]}}

Differentiaaliyhtaloryhman ratkaisu

DSolve-komennon ensimmaisend argumenttina voi olla useamman differentiaaliyhtalon ja mahdollisten alkuehtojen
muodostama lista, jolloin sitd voidaan kayttaa yhtaloryhmien ratkaisemiseen. Toisessa argumentissa tulee talldin olla
tuntemattomien funktioiden muodostama lista.

DSolve[
{X"[t] == 4X[t] - 2y[t], y"[t] == x[t] + y[t], X[0] ==3, y[0] ==2},
{x[t], y[t]}, t]

({X[t] >e®t (1+2eY), y[t] >e?T (1+eY)}}

DSolve[
{x"[t] == 4x[t] - 2y[t], y"[t] == X[t] + y[t], X[0] ==3, y[O] == 2},
{X, ¥}, t]

{{X > Function[{t}, et (1+2e%) ], y- Function[{t}, €T (1+e%)]}}

Aina ei onnistu

DSolve-komento ei onnistu ratkaisemaan ldhesk&én kaikkia differentiaaliyhtal6itd; kaikkihan eivat ole alkeisfunktioiden
tai edes ns. erikoisfunktioiden avulla ratkaistavissakaan. Se ei kuitenkaan ratkaise edes kaikkia sellaisia, jotka ovat késin
laskemalla suhteellisen helposti ratkaistavissa. Toisaalta ty6laissa tehtavissa se on korvaamaton apuvaline.

Differentiaaliyhtal6iden ratkaiseminen on vaikea tehtdvé ja tietokonealgebrassa kaytetyistd algoritmeista tulee herkasti
monimutkaisia. Tallaisina ne ovat my@s alttiita virheille eik& tuloksiin siten pid4 sokeasti luottaa. Ohjelmistot kehittyvat
versio versiolta. Uudempi versio ratkaisee yleensa aina useampia yhtaldita kuin edellinen — ja tekee virheité eri paikoissa
kuin edellinen.

Linkit

yleinen ja yksittéisratkaisu
alkuehto
differentiaaliyhtaléryhma
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