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Tykilla ampuminen 2

Mallinnettaessa heittoliikettd, kuten esimerkiksi tykilld ampumista, keskeisina vaikuttavina tekijoina ovat painovoima seka
ilmanvastuksen aiheuttama nopeudelle vastakkaissuuntainen voima.

Painovoima on G = m g, missd g on maan vetovoiman aiheuttama kiihtyvyys ja m heitettdvan kappaleen massa. limanvastus-
voima on verrannollinen nopeuden nelidon, ja se voidaan mallintaa lausekkeella

F=-bv2v = -bvyv,

missé b on ilmanvastuskerroin, v skalaarinen nopeus, v nopeus vektorina ja v nopeuden suuntainen yksikkovektori.

Yleinen liikeyhtald F = m a saa télléin muodon

mdzrfm ,b’ﬂ‘dir
dez - M9 dt | dt °
dr dr

missa on merkitty a = GE sekd v = LR

Tarkastellaan tilannetta, jossa tykilla ammutaan poispéin liikkuvaan maaliin. Mika on oikea ampumiskulma, kun 25 metrin
korkeudella sijaitsevalta tykkilavetilta ammutaan 10 kg kranaatti nopeudella 1000 m/s kohti maalia, jonka etéisyys
ampumishetkell on tasan 5 km? Maali liikkuu 15 m/s tykistd poispdin veden pintaa pitkin, ja ilmanvastuskerroin kranaa-
tilleon b = 1074,

Jaetaan yll& esitetty toisen kertaluvun vektorimuotoinen differentiaaliyhtélé kahteen eri osayht&léon, z-suuntaan ja x-suun-
taan, ja ratkaistaan yhtélot. Laskujen aluksi on syyta héavittdd mahdollisista aiemmista laskuista jadneet muuttujat.

Remove["Global " "]

Madritellaan differentiaaliyhtaloryhmé ja sen tuntemattomat muuttujat.

ryhma= {mx""[t] == -b X" [t] SQrt[x"[t]"2+z"[t]"2],
mz®""[t] ==-mg-bz"[t] SQrt[x"[t]"2+z"[t]"2]}
[mMx[t] = -bx [t] \/x [t]?+ 2z [t]?, mz"[t] =-gm-bz [t] \x [t])*+2z[t]?}

muuttujat = {x[t], z[t]}

{x[t], z[t]}

Madritelladn vakiot ja alkuehto. Ammuksen l&htékulma olkoon 6. Siséllytetddn ehtoon sekd ammuksen alkunopeus jaettuna
nopeuskomponentteihin etta lahtokorkeus.
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g=9.81; b=10"(-4) ; m=10; vO = 1000;
alkuehto = {x[0] == 0, z[0] ==25, x"[0] ==VvOCos[6], z"[0] ==VvOSin[e]}

{x[0] =0, z[0] =25, X [0] =1000Cos[6], 2z’ [0] == 1000Sin[&]}

Differentiaaliyhtaloryhmaé ei ole ratkaistavissa alkeisfunktioiden avulla, joten ryhméa ei voi ratkaista Mathematican avulla
0:n funktiona. Suljetussa muodossa olevan ratkaisun sijaan joudutaan turvautumaan arvaukseen. Arvataan jokin kulma
(radiaaneissa), ja katsotaan, miten hyvin laukaus osui.

rtkl = NDSolve[Flatten[{ryhma, (alkuehto/. e ->0.03)}], muuttujat, {t, 0, 10}]

{{x[t] - InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t],
z[t] - InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t]}}

Muokataan tulos kayttokelpoiseen muotoon ja piirretdén kuvio.

lentorata = muuttujat /. First[rtkl]

{InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t], InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>][t]}

ParametricPlot[lentorata, {t, 0, 10}]
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Katsotaan miten lahelle laukaus osui. Huomaa, etta ratkaisussa on huomioitu myds kohteen liike.
osumaet = lentorata[[1]] - (5000 + 15t) /. FindRoot[lentorata[[2]] == 0, {t, 0, 10}]
1484 .43

Ammus osuu veteen noin puolitoista kilometria liian kauaksi. Lahtokulma oli siis liian suuri. Arvataan uudestaan tarkoituk-
sena haarukoida oikea tulos arvausten valiin. Tdmadn jalkeen voidaan systemaattisesti hakea oikea kulma.

rtk2 = NDSolve[Flatten[{ryhma, (alkuehto/. e ->0.01)}], muuttujat, {t, O, 10}];
lentorata = muuttujat /. First[rtk2] ;
osumaet = lentorata[[1]] - (5000 + 15 t) /. FindRoot[lentorata[[2]] == 0, {t, 0, 10}]

-1612.62
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tehddén organisoitu kokeilu, johon otetaan aluksi 21 laskupistettd 0.001 radiaanin valein.

Lasketaan kulma ja sen avulla lasketut yhtalét omaan taulukkoonsa ja osumaetéisyydet omaansa.

lentoradat = Table[Flatten[

{6, muuttujat /. First[NDSolve[Flatten[{ryhma, alkuehto}], muuttujat, {t, 0, 10}1]1}1,
{6, 0.01, 0.03, 0.001}1;

etaisyydet = Table[lentoradat[[i, 2]] - (5000 +15t) /.
FindRoot[lentoradat[[i, 3]] ==0, {t, 0, 10}], {i, 1, 21}]

{-1612.62, -1475.39, -1335.35, -1192.7, -1047.61, -900.26,
-750.818, -599.447, -446.302, -291.53, -135.268, 22.3514, 181.208,
341.187, 502.183, 664.096, 826.835, 990.315, 1154.46, 1319.18, 1484.43}

Etsitadn lahintd osumaa vastaava indeksi ja timén avulla ampumiskulma ja osumaetaisyys.

indeksi = Select[Range[21], Abs[etaisyydet[[#]]] == Min[Abs[etaisyydet]] &];
lahin = {lentoradat[[indeksi, 1]], etaisyydet[[indeksi]]}

({0.021}, {22.3514})

Sama uudestaan uudella kapeammalla haarukalla ja 0.0001 radiaanin askelvélilla.

lentoradat = Table[Flatten[

{6, muuttujat /. First[NDSolve[Flatten[{ryhma, alkuehto}], muuttujat, {t, O, 10}]1]11}1,
{6, 0.020, 0.022, 0.0001}7;

etaisyydet = Table[lentoradat[[i, 2]] - (5000 +15t) /.
FindRoot[lentoradat[[i, 3]] ==0, {t, 0, 10}71, {i, 1, 21}]

{-135.268, -119.566, -103.849, -88.1195, -72.3766, -56.6206,
-40.8516, -25.0698, -9.2753, 6.53181, 22.3514, 38.1833, 54.0275,
69.8838, 85.7522, 101.632, 117.524, 133.428, 149.343, 165.27, 181.208}

indeksi = Select[Range[20], Abs[etaisyydet[[#]]] == Min[Abs[etaisyydet]] &];
lahin = {lentoradat[[indeksi, 1]], etaisyydet[[indeksi]]}

({0.0209}, (6.53181})

Osuma on siis runsaan kuuden metrin paassé ja vastaava ampumiskulma on asteissa

lahin[[1, 1]] / Degree

1.19748

Tehtavia

Piirra 1ahimmaksi osuvan ammuksen lentorata. Maarita radan lakikorkeus ja ammuksen lentoaika.
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Suurenna ilmanvastuskerrointa, ja tutki, miten se vaikuttaa radan muotoon.

Linkit
tykilld ampuminen huomioimatta ilmanvastusta  (tykkil.nb)
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