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Varahteleva jousisysteemi

In[1]

In[2]

In[3]

Jousen puristumistaja venymista voidaan kuvata varsin yksinkertaisella matemaattisellamallilla

d? x
m—— = -k x,

dt?
missé X on jousen poikkeama tasapainoasemastaja k jouselle tyypillinen jousivakio.
Téssé esimerkissa tarkastelun kohteena on oheisen kuvion mukainen jousisysteemi, jossa kolme kappal etta
massoiltaan my, m, jamg on liitetty toisiinsa ja kiinnikkeeseen neljélla jousellajousivakioiltaan ki, Ko, K3 jakg.
Kappaleet voivat liikkua vain pystysuorassa sunnassa.

ml
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Kappaleiden paikkakoordinaatit X1, X, ja X3 ilmoitetaan poikkeamina lepotilasta, ylospéin positiivisena ja
alaspéin negatiivisena. Newtonin lain mukaan kuhunkin kappal eeseen vaikuttava voima on toisaalta kappaleen
massa kerrottuna sen kiihtyvyydella eli paikkakoordinaatin toisella aikaderivaatall a, toisaalta kyseessa on jousien
aiheuttama harmoninen voima. Systeemin liikeyhtd 6t ovat siten toisen kertaluvun differentiaaliyhta 6itd, yksi
yht&l 6 jokai sta kappal etta kohden.

d2X1
= -k1 X1 + Kz (X2 -X1) +Kg (X3 -X1),
dt?
d2X2
= -Kz (X2 -X1) -Ka (X2 -X3),
dt?
d2X3
= -Kz (X3 -X1) +Ka (X2 -X3).
dt?2

Tutkitaan jousisysteemin kayttaytymisté ratkai semalla differentiaaliyhtal 6ryhméa
Laskujen auksi on syyta havittéd mahdollisista aiemmista laskuista jddneet muuttujat.
Renmove["d obal ™ %" ]

Asetetaan kappal eiden massoille jajousivakioille numeeriset arvot:

=2 n=1, nB=1;

Muodostetaan systeemin differentiaaliyhtal 6ryhma.
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ryhma = {mlx1'' [t] == -KL1x1[t] + k2 (x2[t] - x1[t]) + k3 (x3[t] - x1[t]),
mx2'' [t] == - k2 (x2[t] - x1[t]) - k4 (x2[t] - x3[t]),
mMx3'"'[t] == - k3 (x3[t] - x1[t]) + k4 (x2[t] - x3[t])}
{(2X17[t] = -4XL[t] +2 (-XL[t] +X2[t]) +2 (-x1[t] +x3[t]),
X2 [t] = -X2[t] -2 (-X1[t] +x2[t]) +Xx3[t], X3"[t] =x2[t] -x3[t] -2 (-x1[t] +x3[t])}

Kerétadn kappal eiden sijaintia osoittavat funktiot listaksi, samoin néiden derivaatat.

funktiot = {x1[t], x2[t], x3[t]}

(x1[t], x2[t], x3[t]}

derivaatat = D[funktiot, t]

(xL'[t], x2°[t], x3'[t]}

Systeemi& tarkastellaan siten, etté se sysétédn hetkella t = 0O liikkeelle lepotilasta antamalla kullekin kappaleelle

jokin alkunopeus. Alkuehdossa annetaan siten paikkakoordinaateille arvo 0 ja nopeuksille eli paikkakoordinaat-
tien derivaatoille jotkin haluttua liiketilaa vastaavat arvot:

al kusijainti = {x1[0] ==0, x2[0] == 0, x3[0] == 0}

{x1[0] =0, x2[0] == 0, x3[0] =0}

al kunopeus = {x1'[0] == -10, x2'[0] == 10, x3’[0] == 30}

{x1'[0] = -10, x2[0] =10, x3'[0] = 30}

Ratkaistaan differentiaaliyhtdl 6ryhma Mathematican DSol ve-komennollaja sievennetdén.
ratk = DSol ve[Fl atten[{ryhma, al kusijainti, al kunopeus}], funktiot, t1;
liike = funktiot /. First [ratk] // ExpToTrig // Full Sinplify

(5vZ !

Sin[ 3-ﬁt}_5in[ 3+V5_t}], S
275 -123/5

5[(7275+123€) Sin[2t}+2ﬁ(785+38ﬁ) Sin[ 3—\/57t]+

2 Root [100 - 396030 =17 + 1% & 2] Sin[V3+ V5 t” LI

275 -123+/5

5|(275-123+/5 | Sin[2t]+2+/2 (-85+38+/5 )Sin|\/3-/5 t|+
I | | )sin| |

2 Root [100 - 396030 1% + 1% & 2] Sin[V3+ V5 IH}
Sieventdminen saattaa olla varsin hidasta tarkoilla arvoilla laskettaessa. Tuloksesta kuitenkin nakyy, etta sys-

teemin liiketila muodostuu kolmesta erilai sesta varahtelysta. Naiden tagjuudet ilmenevét lausekkeissa esiintyvista
sinifunktioista,

sin(2t), sin(\/3+\/§t], sin[

Jos alkuehtoihin annetaan arvot desimaalilukuina, esimerkiksi

(—1+\/§)t

= sin( 3-V5 t].
V2
al kunopeus = {x1"[0] == -10.0, x2'[0] == 10.0, x3'[0] == 30. 0}
{x1[0] = -10., x2'[0] = 10., x3'[0] = 30.}
laskenta tapahtuu liukuluvuilla, jolloin se on nopeampaa, mutta yhté yksinkertaiseen muotoon e tulosta
my0dskaan saada. Lausekkeissa usein esiintyy kompleksinen eksponenttifunktio (kuten edell& ol evassa sieventamét-

tomassd muodossakin). Tama on palautettavissa trigonometrisiin funktioihin Eulerin  kaavalla:
exp(iu) = et¥ = cosu + isinu.

Seuraava koodi méérittelee kappaleiden liikkeen animoinnissa tarvittavat tyokalut. Kyseessa on Mathematicalla
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kirjoitettu ohjelmakoodi.

n12)= kappal e[hor _, ver_, lev_, kork_, teksti_]:= {{G ayLevel [0.5],
Rect angl e[{hor -0.5 %1 ev, ver -0.5 xkork}, {hor +0.5%1ev, ver +0.5xkork}1},
Text [Styl e[teksti, 12, Bold, FontFam ly -> "Helvetica"], {35, ver}1};
jousi [hor_, ala_, yla_, paa_, jaksot_, anpl _] : =
Modul e[ {j akso}, jakso = (yla-ala-2xpaa) /jaksot;
kierre = ParanetricPl ot [{hor +anpl *Sin[2=xPi xt /jakso], t +al a+paa},
{t, 0, jaksot xjakso}]l;
{Li ne[{{hor, al a}, {hor, ala+paa}}], Line[{{hor, yla}, {hor, yla-paa}}],
kierre[[1]1}]1;
kuva[x1l_, x2_, x3_, tO_, nro_] := Mdule[{x10=x1/.t ->t0, x20=x2 /. t -> 10,
x30 =x3 /.t ->t0, lepol =50.0, |epo2 =150.0, | epo3 =100.0, a=20.0, h=10.0,
s=5.0, anpl =3.0, tekstil="ml", teksti2 ="nR", teksti3 ="nB"}, grafiikka =
Graphi cs[{{G ayLevel [0.5], Rectangl e[{-50, 0}, {50, 5}1}, Line[{{-50, 0}, {50, 0}}1,
Text [Styl e[nro, 16, Bold, FontFamily -> "Hel vetica"], {90, -5}],
kappal e[0, -1 epol +x10, a, h, teksti 1], kappal e[0, -1epo2 +x20, a, h, teksti 2],
kappale[a/2, -1epo3+x30, a/2, h, teksti3], jousi [0, -lepol+x10+h /2, O,
s, 5, anpl ], jousi [-a/2, -lepo2+x20+h /2, -lepol+x10-h/2, s, 10, anpl ],
jousi [a/2, -l1epo3 +x30+h /2, -lepol+x10-h/2, s, 5, anpl],
jousi [a/2, -lepo2+x20+h /2, -1epo3+x30-h/2, s, 5 anmpl]}1;
Show[gr afii kka, AspectRatio -> Autonmatic, Pl ot Range -> {{-100, 100}, {-200, 10}}11;

Jasitten animointi:
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nsi= ani m= Ani mat e [kuvaf[liike[[1]], |iike[[2]], liike[[3]], N[k22/100], ToString[k]],
{k, 0, 99, 13}, SaveDefinitions -» True]

k B MEEIE]
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Tehtava

Kiinnostava tilanne syntyy, jos systeemin liikkeess esiintyy vain yksi edell& mainituista kolmesta tagjuudesta.
Tallaiseen on mahdollista paésta valitsemalla alkunopeudet sopivasti. Seuraava lista sisdltéa kutakin tagjuutta
vastaavat alkunopeuksien suhteet. Seuraavat kolme komentoa asettavat alkunopeusasetukseksi kunkin néista
vuorollaan. Lukijatutkikoon, millaisia systeemin liikkeita tall 6in syntyy!

npe= moodit = {{0, -1, 13, ! -1-45), 1, 1}, ! “1+45), 1, 1
2 2

ouss {10, -1, 1), {% (1-vE), 1 1}, {% (F1-v5 ), 1, 1)

7= al kunopeus = Thread[Equal [derivaatat /. t -> 0, 15modit [[1]]1]]
oui7= {X1'[0] =0, x2'[0] = -15, x3'[0] = 15}
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ne)= al kunopeus = Thread[Equal [derivaatat /. t -> 0, 15modit [[2]]1]]

outf18]= {xl’[O} ? (717\5), x2'[0] = 15, x3'[0] = 15}

o= al kunopeus = Thread[Equal [derivaatat /. t -> 0, 15modit [[3]11]1]

ouf19)= {xl’[m 1—25 (-1+ﬁ), x2'[0] == 15, x3'[0] == 15}

KK & JP 03.05.2001



