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RLC-vaihtovirtapiiri: pakotettu varahtely

Tassa esimerkissa tarkastellaan tavallista RLC-vaihtovirtapiiria. Piirissa on kolme komponenttia, R ohmin vastus, L henryn
induktanssi ja C faradin kapasitanssi.
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Piiriin syotettyyn jannitteeseen kohdistuu kolme eri pudotusta,

dli(t)

EL=L at k&aminyli,
Er =R 1 () vastuksenyli sekd
Ec = % JI (t) dt kondensaattorin yli.

Néiden summasta syntyy piirin Kirchhoffin lain mukainen séhkémotorinen voima E(t). Mikali piiriin syotetty jannite on
sinimuotoista vaihtovirtaa E(t) = Eq sin(wt), saadaan piirille yhtéld

dli(t) 1

+R1(t) +6J| (t) dt=Epsin(wt).

Integraalitermista paastaan eroon derivoimalla yhtéld ajan suhteen:

2
ddlt<2t) ‘R d(lj(tt) +% 1(t) =Eowcos (wt).

L

Tama on differentiaaliyhtald pakotetulle varahtelylle, jossa ulkoinen pakottava jannite on sinimuotoinen amplitudina Eg.

Syotetaan piirin yhtald alkuehtoineen. Aluksi on syyta havittad mahdollisista aiemmista laskuista jadneet muuttujat:
Remove["'Global ~%"]

Differentiaaliyhtalo:
yhtalo= Li""[t] + Ri"[t] + i[t]/C = EOwCos[w t]

i[Ct} +Ri’‘[t] +Li”[t] =EOwCos[tuw]

Ongelman tuntematon:
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tuntematon = i[t]
i[t]
Tarkastellaan tilannetta, missa piirissa ei kulje tarkastelun alkuhetkelld virtaa. Annetaan tata vastaava alkuehto:

alkuehto = {i[0] =0, i"[0] ==0}
{i[0] =0, i'[0] =0}

Vaimentamaton piiri
Piiri on vaimentamaoton, jos sen vastus on R = 0. Asetetaan yhtaloon tdmanmukaiset alkuarvot; olkoon L = 0.1H,

C=1uF Ey =230V, w =50x2m 1/s.

yhtalol = yhtalo/. {L-0.1, R -> 0.0, C » 0.001, EO -» 230, w » 50.*2x*Pi}

1000. i[t] + 0. i’[t] + 0.1 1" [t] = 72256.6 Cos[314.159 t]

Ratkaistaan yhtaloryhma.

rtkl = DSolve[Flatten[{yhtalol, alkuehto}], tuntematon, t]

{{i[t] >8.14654 e°- T Cos[100. t] - (16.8698 + 0. i) €°- T Cos[100. t] Cos[214.159t] +
(8.72329+0. 1) e®- ¥ Cos[100. t] Cos[414.159t] + 0. e®- ¥ Sin[100. t] + (16.8698 + 0. i)
e®-tSin[100. t] Sin[214.159t] + (8.72329+0. i) e-¥Sin[100. t] Sin[414.159t]}}

Tuloksessa esiintyy kompleksisia kertoimia, jotka laskentatarkkuuden rajoissa ovat = 0. Ndmé voidaan nollata komennolla

Chop. Trigonometrinen sievennys tuo kuitenkin uusia tallaisia kertoimia, joten tarvitaan uusi nollaus. Varsinainen syy
kompleksisten kertoimien syntymiseen on syétteiden antaminen desimaalilukuina, jolloin Mathematica kasittelee niita
likiarvoina ja varautuu siihen, ettd kyseessa voi olla myds kompleksiluvun sattumalta reaalinen likiarvo.

virtal = tuntematon /. First[rtkl] // Chop // Simplify // Chop

8.14654 Cos[100. t] - 8.14654 Cos[314.159 t]

Virta ndyttdd muodostuvan kahden eritaajuisen kosinimuotoisen termin summasta. Toinen ndisté aiheutuu piirin sisaisista
varahtelyominaisuuksista, toinen piiriin syotetysta ulkoisesta jannitteesta. Piirissa syntyvan virran kuvaaja:
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Plot[virtal, {t, 0, 0.3}]
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Virta ei vaimene. Tama vérahtely on siis vaimentamattoman piirin vaste syottojannitteelle.
Vaimennettu PHri

Seuraavaksi lasketaan piirin kayttdytyminen silloin, kun siind on 3 Q vastus.

yhtalo2 = yhtalo/. {L-0.1, R -> 3.0, C » 0.001, EO -» 230, w -» 50. *2«Pi}

1000. i[t] +3. ¥ [t] +0.1i"[t] = 72256.6 Cos[314.159 t]
Ratkaistaan ja sievennet&an:

rtk2 = DSolve[Flatten[{yhtalo2, alkuehto}], tuntematon, t]

{{i[t] > e 15t ((8.05559-5.0947 x1071" 1) Cos[98.8686 t] -
(16.8912 - 5.67024x 10717 1) ¢!°-t C0s[98.8686 t] Cos[215.291 1] +
(8.83563 -5.75535x 1018 1) !®-t Cos[98.8686 t] Cos[413.028t] -
(1.49775-1.2676x 10717 1) Sin[98.8686 t] +
(1.17687 - 6.7787x10718 i) 15t Cos[215.291t] Sin[98.8686 t] +
(0.320885 - 3.56899x 1071 i) e15- T Cos[413.028 t] Sin[98.8686 t] +
(1.17687 - 6.7787x10718 i) 15t Cos[98.8686 t] Sin[215.291 t] +
(16.8912 - 5.67024x 1077 1) ¢!®-tSin[98.8686 t] Sin[215.291 t] -
(0.320885 - 3.56899x 1071 i) e'°-*C0os[98.8686 t] Sin[413.028t] +
(8.83563-5.75535x 10718 1) ¢!®-tSin[98.8686 t] Sin[413.028t])}}

virta2 = tuntematon /. First[rtk2] // Chop // Simplify // Chop
8.05559 ¢ 15-t C0s[98.8686 t] - 8.05559 Cos [314.159 t] -
1.49775e15-tSin[98.8686 t] + 0.855981 Sin[314.159 t]

Ratkaisussa on jalleen kahden eri taajuuden termeja: Piirin sisaisistd ominaisuuksista johtuvien termien edessa on eksponen-
tiaalinen vaimennuskerroin. Tadman takia kyseinen taajuus vahitellen kuolee pois. Virran kuvaaja:
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Plot[virta2, {t, 0, 0.3}]
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Kuva osoittaa, ettd vaikka vastus jatkuvasti kuluttaakin virtatehoa hukkaan I[&mp6nd, virtaldhde sy6ttda piiriin energiaa,
joka yllapitaa varahtelya.

Tehtavia

Muuta tehtavén alkuehtoa sekd vaimentamattomassa ettd vaimennetussa tapauksessa. Miten tdmé vaikuttaa piirin
varahtelyyn?

Vaihdetaan piiriin kd&mi, jonka induktanssi on vain yksi kymmenesosa aikaisemmasta, 0.01 H. Tarkastele piirin
kaytosta uudella kd&dmilla, vastuksen kanssa ja ilman. Kaytd kuvissa aiempaa pidempéé aikavalia. Vertaa saamiasi
tuloksia aikaisempiin tuloksiin. Miten selitét piirin kdytoksen?

Linkit

vaihtovirtapiirin vapaa vérdhtely — (virtap2.nb)
vaihtovirtapiirin resonanssi  (virtap4.nb)
monisilmukkainen vaihtovirtapiiri ~ (virtap5.nb)
epédhomogeeninen vakiokertoiminen lineaariyhtalo
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