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RLC-vaihtovirtapiiri: resonanssi

Olkoon tarkastelun kohteena tavallinen RLC-vaihtovirtapiiri. Piirissa on kolme komponenttia, R ohmin vastus, L henryn
induktanssi ja C faradin kapasitanssi.
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Piiriin syotettyyn jannitteeseen kohdistuu kolme eri pudotusta,

_odi(t) T
EL=L at k&aminyli,
Er =R 1 () vastuksenyli sekd
Ec = % JI (t) dt kondensaattorin yli.

Néiden summasta syntyy piirin Kirchhoffin lain mukainen séhkémotorinen voima E(t). Mikali piiriin syotetty jannite on
sinimuotoista vaihtovirtaa E(t) = Eq sin(wt), saadaan piirille yhtéld

dli(t) 1

+R1(t) +6J| (t) dt=Epsin(wt).

Integraalitermista paastaan eroon derivoimalla yhtéld ajan suhteen:

2
d= 1 (t) +Rd|(t> +i|<t):E0wcos(wt).

L = dt ' ¢C

Tama on differentiaaliyhtald pakotetulle varahtelylle, jossa ulkoinen pakottava jannite on sinimuotoinen amplitudina Eg.
Jos E(t) =0, kyseessa vapaa varahtelypiiri ja differentiaaliyhtdlé on homogeeninen.

Jos piirissd ei ole vastusta, ts. R = 0, piiri on vaimentamaton. Vastuksen olemassaolo merkitsee, ettd piirissa on
vaimennnus.

Tarkastellaan differentialiyhtélon ratkaisuja vakioiden L, R, C, Eq ja w eri arvoilla.

Aluksi havitetddn mahdollisista aiemmista laskuista jadéneet muuttujat:
Remove["Global " "]

Virtaa kuvaava toisen kertaluvun yhtald:
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yhtalo= Li""[t]+Ri"[t]+1/ Ci[t] ==wEOCos[wt]

i[CtJ +Ri'[t] +Li”[t] =EOwCoS[tw]

Vaimentamaton tapaus

Vaimentamattomassa tapauksessa piirissa ei ole vastusta ja yhtalo on

yhtalol = yhtalo/.R-0

i [Ct} +Li”[t] =EOwCos[tw]

Alkuehtona olkoon, ettd piirissa ei tapahdu mitéan:

alkuehto = {i [0] == 0O, i" [0] == O}

{1[0] =0, 1'[0] =0}
Taman ratkaisu on

rtkl = DSolve[{yhtalol, alkuehto}, i[t], t]

) 1
Hite > e
t t 2 . t 2
(CEOUJCOS[W}—CEOMCOS[W] COS[tw}—CEOwCOS[tw]SIn[W] )}}

Tasmallinen symbolinen tulos on tarpeen jatkon oivalluksia varten, joten sievennetdén ratkaisu:

ratkaisul = i [t] /. First[rtkl] // FullSimplify

CEOw (Cos|[ %] - Cos[tw])
-1+CLuw2

Ratkaisu muodostuu kahdesta kosinitermista: cos(t / vV LC) on perdisin homogeeniyhtalén yleisesta ratkaisusta ja cos(t w)
epédhomogeeniyhtalon yksittaisratkaisusta. Edellinen kuvaa piirin siséista varéhtelyd, jalkimméinen ulkoisen jannitteen
taajuudella tapahtuvaa véréahtelya.

Ratkaisu tdssd muodossa ei kuitenkaan ole patevé, jos nimittaja tulee nollaksi:

restaajuus = Solve[-1+CLw? =0, w]

O e L Gy covrudd

Nollaksi tuloa vastaavaa pakotteen taajuutta kutsutaan resonanssitaajuudeksi. Talldin piirin siséinen varéhtelytaajuus ja
pakotteen taajuus ovat samat. Kyseessd on tilanne, missa epahomogeenisen yhtalon yksittdisratkaisu saakin erilaisen
muodon:
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yhtalo2 = yhtalol /. Last[restaajuus]

ILI EO Cos | 7t ]
c Ve T
rtk2 = DSolve[{yhtalo2, alkuehto}, i[t], t]
({irg » i( VC EOVL Cos[——Y ]+ +CEOVL Cos[——* _]cos[ 2% 1.
at T Ve L VL
_ t . 2t
2E0tSin[——— ] ++/C EO+/L Sin — ]
=] (e sinlZ5=1))

ratkaisu2 = i [t] /. First[rtk2] // FullSimplify

EO€Sin| <t |
2L

Tama on tulkittavissa varahtelytermiksi, jossa virran amplitudi Egt / (2 L) kasvaa rajatta muuttujan t mukana. Kéytdnnossé
tdmaé johtaisi piirin palamiseen.

ArvoillaL = 0.1H, C = 0.001 uF, Eg = 230V saadaan resonanssitaajuudella seuraava kuvio:

numratkaisu2 = ratkaisu2/. {L-0.1, C-»0.001, EO -» 230}

1150. tSin[100. t]

Plot[numratkaisu2, {t, 0, 1.5}]
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- Graphics -
Resonanssitaajuus on

1/Sqrt[LC] /. {L»0.1, C-0.001}
100.

Jos pakotteen taajuus on lahelld resonanssitaajuutta, saadaan erikoinen vérahtely:

numratkaisul = ratkaisul/. {L-0.1, C-»0.001, EO -» 230, w - 90}

-108.947 (-Cos[90t] + Cos[100. t])
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Plot[numratkaisul, {t, 0, 1.5}]
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Tassa pakote aluksi vahvistaa piirissé kulkevaa virtaa kuten resonanssitaajuuden tapauksessakin, mutta koska taajuudet

eivét olekaan tasméalleen samat, varahtelyt siirtyvét vahitellen vastakkaisiin vaiheisiin, ja pakote alkaa sammuttaa piirin
virtaa.

Syntynyt vérahtely voidaan my6s ymmartaa sinivérahtelyksi, jolla on sinimuotoinen vaihteleva amplitudi:

Cos[100t] - Cos[90t] == - 2Sin[5t] SIin[95t] // Simplify

True

Vaimennettu tapaus

Yleisen vaimennetun tapauksen ratkaisu on

yhtalo

i[CtJ +Ri'[t] +Li”[t] =EOwCoS[tw]

rtk = DSolve[yhtalo, i[t], t]

_ (-CR-+/C V-4L:CRZ ) t (-CR++/C V-4L:CRZ ) t
[{ift) se— =zt C[l]+e 2zt C[2] -

(4 (-CEOL?wCos[tw] +C?E0L3 w3 Cos[tw] -C?EO0L?Rw?Sin[tw])) /
((-2L+CR*-+/CR+/-4L+CR2 +2CL2?w?) (-2L+CR?++/CR~/-4L+CRZ +2CL%w?))}}

ratkaisu= i[t] /. First[rtk] // Simplify

e e CEOw ((1-CLw?) Cos[tw] + CRwSIN[t
e JC ) C[l}+e’k \/C cr2] + w ((1- w?) Cos[tw] + wSINn[tw])

1-2CLw?+C2w?2 (RZ +L2w2)

Ratkaisu koostuu kahdesta termista:
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sisainen = Select[ratkaisu, ! FreeQ[#, C[1]] &] + Select[ratkaisu, ! FreeQ[#, C[2]] &]

[R+ JALCRZ | (R V-ALCRZ )y

e e Cll] +e 7T C[2]

ulkoinen = ratkaisu /. {C[1] - 0, C[2] - O}

CEOw ((1-CLw?) Cos[tw] +CRwSIN[tw])
1-2CLw?2+C2w2 (RZ+L2w2)

Siséisen varahtelyn termi esittdd vaimenevaa véarahtelya, silla muuttujan t kerroin kummassakin eksponentissa on joko
negatiivinen reaaliluku tai kompleksiluku, jonka reaaliosa on negatiivinen. Nama termit siis kuolevat vahitellen pois.

Ulkoisen véréhtelyn termi voidaan muokata seuraavasti. Pyritddn saattamaan se muotoon, jossa on vain yksi sinifunktio
kertoimena sopiva amplitudi A ja argumentissa sopiva vaihesiirto o.
uusimuoto = ASin[wt + 6] // TrigExpand

ACos[tw] Sin[6] +ACos[6] Sin[tw]

Vaatimalla ettd sini- ja kosinitermien kertoimet vanhassa ja uudessa esitysmuodossa ovat samat, saadaan ehdot, joista
pyritaén ratkaisemaan A ja é.

ehdot = MapThread[Equal, {Coefficient[ulkoinen, {Sin[wt], Cos[wt]}],
Coefficient[uusimuoto, {Sin[wt], Cos[wt]}]}]

C2EOR w? CEOw (1-CLw?)

(T 2crz ez iz “ACOSIOl. To el 7 (R 2P = ASin(5]}

ratk = Solve[ehdot, {A, 6}] // FullSimplify // PowerExpand // FullSimplify

General::spelll : Possible spelling error: new symbol name “ratk" is similar to existing symbol "rtk". More..

Solve::ifun : Inverse functions are being used by Solve, so some
solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. More..

CEOQOw CRuw
[{A - ., 6> -ArcCos| - 1}
V1+Cw2 (CRZ+L (-2+CLw?2)) V1+Cw2 (CRZ+L (-2+CLw?2))
[A> - CEOw . 6> ArcCos| - CRw 1.
v1+Cw?2 (CRZ+L (-2+CLw2)) vV1+Cw?2 (CRZ+L (-2+CLw?))
[A> CEOw ., 6 -ArcCos| CRuw ]}
V1+Cw?2 (CR2Z+L (-2+CLw?2)) V1+Cw2 (CR2Z+L (-2+CLw2))
[A> CEOw . 6 > ArcCos| CRuw 111

V1+Cw?2 (CRZ+L (-2+CLaw?2)) V1+Cw?2 (CRZ+L (-2+CLw2))

Pakotteen aiheuttama virta on siis sinimuotoinen amplitudina

amplitudi = A /. Last[ratk]

CEOw
V1+Cw?2 (CRZ+L (-2 +CLw2))

Amplitudi riippuu pakotteen taajuudesta. Pyritddn maarittdmaan maksimiamplitudi ja vastaava taajuus:
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derivaatta= D[amplitudi, w] // Simplify

CEO - C3EO L2 o*
(1-2CLw?+C2w2 (R2+L202))3?2

maksimikohta = Solve[derivaatta == 0, w]

{o-- =) {oo -geg ) (oo =2 b oo = 1)
\/C /L \/C /L \/C /L \/C /L
maksimiamplitudi = amplitudi /. Last[maksimikohta] // Simplify // PowerExpand
E0
R

Maksimiarvo saadaan siis resonanssitaajuudella.

Piirretaan pakotteen (ulkoisen jannitteen) ja resonanssitaajuutta vastaavan virran kuvaajat:

numulkoinen = ulkoinen/. {L-0.1, C-0.0001, R ->5.0, EO -» 230}

0.023w ((1-0.00001 w?) Cos[tw] + 0.0005w Sin[tw])
1-0.00002w2 + 1. x10 82 (25. + 0.01 w2)

Jannite = EOSin[wt] /. E0O - 230
230Sin([tuw]

res= 1/Sqrt[LC] /. {L»0.1, C-0.0001, R -> 5.0, EO - 230}
316.228

Plot[Evaluate[ {jannite, numulkoinen} /. w - res],
{t, 0, 0.1}, PlotStyle » {RGBColor[0O, O, 0], RGBColor[0, 1, 0]}]
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- Graphics -

Kuviossa on jannite mustalla ja virta vihreélla.

Vastaava kuvio, kun kyseessa ei ole resonanssitaajuus:
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Plot[Evaluate[{jannite, numulkoinen} /. w -» 280],
{t, 0, 0.1}, PlotStyle » {RGBColor[0O, O, O], RGBColor[0, 1, 0]}]
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- Graphics -

Tehtavia

Tutki, miten alkuehtojen muuttaminen vaikuttaa ratkaisuun vaimentamattomassa tapauksessa. Miten ratkaisun luonne
muuttuu, kun ollaan resonanssikohdan lahell&?

Piirrd kuvaaja, joka esittdd vaimennetun tapauksen virtaa pakotteen taajuuden funktiona. Onko vaimennetun piirin
tapauksessa sellainen ratkaisu mahdollinen, jossa virran amplitudi rajatta kasvaa, ts. piiri palaa?

Linkit

vaihtovirtapiirin pakotettu varéhtely — (virtap3.nb)
epahomogeeninen vakiokertoiminen lineaariyhtélo
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