Kaksoisheiluri

Kaksoisheiluri koostuu kitkattomalla nivelelld kiinnitetysta heiluritangosta, jonka paassé on kuula,
seka toisesta heiluritangosta, joka on kiinnitetty kitkattomalla nivelella edelliseen kuulaan. My6s
toisen tangon péa&ssa on kuula. Olkoot heilurien varsien pituudet = L ja niiden péissé olevien
kuulien massat m, ja m,. Kun heilurit poikkeutetaan tasapainoasemastaan siten, etta varret ovat
samassa pystysuorassa tasossa, ja systeemi vapautetaan, syntyy heilahdusliike. Systeemin asento
voidaan ilmaista kahdella kulmalla: massan m, varsi muodostaa kulman 6, pystysuoran suunnan

kanssa ja massan m, varsi vastaavalla tavalla kulman 6, .
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Systeemille voidaan johtaa seuraavat liikeyhtal6t. Johto on hieman hankala, mutta voidaan ehk&
helpoimmin tehdd Lagrangen teorian avulla. (Ks. tata kasittelevad Maple-dokumenttia.)

PG P 2 2 . g
Eel +m Eez cos(0,-0,)-m aez sm(92—91)+fsm(91):0,

Pd Pe P 2 _ g
;62 + ;61 cos(6,—-6,) + &el sm(62—61)+tsm(62):0,
m,

missa m = )
m; +m,

Merkitaan k = g/L.

Seuraavassa lasketaan heiluriyhtal6ille numeeriset ratkaisut ja tarkastellaan heilahduskulmien
aikariippuvuutta. T&mén jalkeen rakennetaan animaatio heilurin liikkeelle. Lopuksi tarkastellaan

tilannetta faasitasossa.

Laskujen aluksi on syyta havittdd mahdollisista aiemmista laskuista jadneet muuttujat.



]

[ > restart;

Heiluria kuvaava toisen kertaluvub differentiaaliyhtdloryhmé on ilmaistavissa normaaliryhmana.

[ > ryhma:= diff(theta[1](t), t)=omega[l](t), diff(omega[l](tD),
t)+m*diff(omega[2] (1),
t)*cos(theta[2] (t)-theta[1l] (t))-m*diff(theta[2] (1),
)N2*sin(theta[ 2] (t)-theta[1](t))+k*sin(theta[1] (t))=0,
diff(theta[2](t), t)=omega[2](t), diff(omega[2] (L),
t)+diff(omega[l] (D),
t)*cos(theta[2] (t)-theta[1] (v))+diffF(theta[1l] (D),
t)"2*sin(theta[2] (t)-theta[1] (t))+k*sin(theta[2](t))=0;

d
ryhma := & 0,(t) = (1),

2
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(&wl(t)j+m( mz(t)]cos(ez(t) 0,(t)) - m( 2(t)j Sin(0,(t) — 0,(t)) + ksin(0,(t))

d
=0, 0() = (1),

2
d d
(& wz(t)j ( ‘Ol(t)J cos(0,(t) — Gl(t))+( 1(t)J sin(0,(t) — 6,(t)) +ksin(6,(t)) =0

Ongelman tuntemattomat funktiot ovat heilurin kahden eri osan kulmat ja niiden kulmanopeudet.

> tuntemattomat:= {theta[1](t), omega[l](t), theta[2] (D),
omega[2] ()}
tuntemattomat := {0,(t), o,(t), o,(t), 6,(t)}

Madritetadn vakiot k = 1 jam = 0.5 (m, = m,) . Alkuehdon madrittaa tilanne, jossa heiluri on
levossa poikkeutettuna mallikuvan mukaisesti.

"> k:= 1: m:= 0.5: alkuehto:= theta[1](0)=Pi1/6, omega[1](0)=0
theta[2](0)=Pi1/3, omega[2](0)=0

alkuehto—el(O)— L0,(0) = 092(0)_ L 0,(0)=0

Ratkaistaan differentiaaliyhtdloryhma numeerisesti.

> rtk:= dsolve({ryhma, alkuehto}, tuntemattomat, numeric,
output=listprocedure);

rtk .= [t=(proc(t) ... end proc), o,(t) = (proc(t) ... end proc),
o,(t) = (proc(t) ... end proc), 6,(t) = (proc(t) ... end proc)
0,(t) = (proc(t) ... end proc)]




Poimitaan ratkaisusta kulmat 6 ja kulmanopeudet o.

> kulmat:= subs(rtk, [theta[l](t), theta[2](t), omega[l](D),
omega[2](t)1):

Piirretaan kuvaajat seka heilurien kulmille ettd kulmanopeuksille ajan suhteen. Kuulan m, suureet
on piirretty punaisella ja kuulan m, suureet vihrealla. Ensin kulmat.

"> plot([kulmat[1], kulmat[2]], O..100);
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0.57

-0.59

Vaikka varédhtelyt ovat varsin samankaltaisia, ne eivat kuitenkaan toista mitaan selkeésti erottuvaa
varéhtelyd. Vastaavat kulmanopeuksien kuvaajat.

> plot([kulmat[3], kulmat[4]], 0..100);




0.59

iy

Derivaatta kayttaytyy kuten kulmakin, eli varahtelyssa ei ole havaittavissa jaksoa. Tama
kayttaytyminen on tyypillistd kaoottiselle vérahtelylle. Tarkastellaan animaation avulla, milta
kyseinen varahtely nayttaa.

Seuraavaksi madritimme tarvittavat tydkalut heilurin varahtelyn animoimiseksi. Kyseessé on
Maplella kirjoitettu ohjelmakoodi.

[ > with(plots): with(plottools):
Warning, the name changecoords has been redefined

Warning, the name arrow has been redefined

> kuula:= proc(x, y, kulma, varsi)
local kuulax, kuulay;
kuulax:= x+varsi*sin(kulma);
kuulay:= y-varsi*cos(kulma);
disk([kuulax,kuulay], varsi/10,
color=khaki);

end:

tanko:=proc(x,y,kulma,varsi)
line([x,y]l, [Xx+0.9*varsi*sin(kulma),
y-0.9*varsi*cos(kulma)], thickness=3);
end:




kaksoisheiluri:= proc(kulma, aika)
local varsi, k1, k2;
varsi:= 50;
kl:= kulma[l](aika*1/3);
k2:= kulma[2] (aika*1/3);
display(
kuula(O, 0, k1, varsi),
kuula(varsi*sin(kl), -varsi*cos(kl),
k2, varsi),
tanko(0, 0, k1, varsi),
tanko(varsi*sin(kl)+0.1*varsi*sin(k2),
-varsi*cos(kl)-0.1*varsi*cos(k2),
k2, 0.9*varsi),
rectangle([-(varsi+10),0],
[varsi+10,5], color=gray),
axes=NONE, scaling=constrained);
end:

Animaatio on lista perakkaisia kuvia, jotka on ensin laskettava. Animaatio kaynnistyy viemalla
hiiren osoitin kuvan péaalle ja valitsemalla hiiren oikealla napilla esiin tulevasta valikosta An
imation -> Play. Animaatiosta saa jatkuvan valitsemalla em. valikosta Animation -> Continuous.

> display(seq(kaksoisheiluri([kulmat[1], kulmat[2]], k), k=0..99),
insequence=true, axes=NONE, scal ing=CONSTRAINED) ;




Tarkastellaan seuraavaksi heilurien liikeratoja faasitasossa. Olkoon x-akselina heilurin liikkeen
kulma ja y-akselina sen kulmanopeus. Ensimmaisen heilurin liike on piirretty vihredlld ja toisen
siniselld.

Heiluriliikkeiden kuvaajat faasitasossa piirretddn DEtoo I s-paketin DEp lot-komennolla ja
yhdistetdan samaan kuvaan d i sp lay-komennolla.

[ > with(DEtools):
Warning, the name translate has been redefined

[ > kuval:= DEplot([ryhma], [theta[l](t), theta[2](t), omega[l](t),
omega[2](t)], t=0..100, theta[1]=-1.2..1.2, omega[1]=-1.2..1.2,
[[alkuehto]], scene=[theta[1],omega[1]], stepsize=0.05,
linecolor=green, thickness=1):

kuva2:= DEplot([ryhma], [theta[l](t), theta[2](t), omega[l](D),
omega[2](t)], t=0..100, theta[2]=-1.2..1.2, omega[2]=-1.2..1.2,
[[alkuehto]], scene=[theta[2], omega[2]], stepsize=0.05,
linecolor=blue, thickness=1):

display(kuval, kuva2, scaling=constrained, axes=normal,

>

Vertaamalla saatua tulosta tavallisen heilurin vastaavaan faasitasokuvaan, kay selvaksi, mika




olennainen ero kaoottisen ja tavallisen heilurin valilla on. Tasaisesti toistuvan varéhtelykierron
sijaan kaoottinen heiluri maarittaa tietyn alueen faasitasossa, jonka sisalla heilurin rata kiertaa.

Tehtavia

Kaoottisen ilmidn yksi tunnuspiirre on se, etta pieni muutos alkutilanteessa aiheuttaa helposti
suuren muutoksen lopputulokseen. Tarkastele tdméan vditteen patevyytta muuttamalla hieman
heilurin alkuehtoja, esimerkiksi 10%, ja vertaamalla saamaasi varéhtelya ylla esitettyihin kulma- ja
kulmanopeuskuvaajiin rajoitetulla aikavalilla kaukana alkutilanteesta, esimerkiksi t=90...100 s.

Muokataan heilurin alkuehtoja asettamalla 6, = = hetkella t = 0 s. Animoi saamasi heiluriliike.
Animaatiokuvat vievat runsaasti koneen muistia, joten voit muistin vapauttamiseksi poistaa
edellisen animaatiokuvasarjan ennen uuden laskemista. Tamaé tapahtuu klikkaamalla kuva
aktiiviseksi ja painamalla delete. Milt& kyseinen liike ndyttaa faasitasossa? Osaatko selittdd mista
on kysymys? Enta miten nyt vaikuttaa yll& esitetty pieni alkuehdon muutos?

Annetussa tehtavassa massat m, ja m, on maaritelty yhté suuriksi (k = 1/2). Kokeile miten massan
muuttaminen vaikuttaa heilurin kdytokseen. Kumman, ylemmén vai alemman massan
kaksinkertaistaminen aiheuttaa stabiilimman vérahtelyn? Kéyta paattelyn apuna faasitasokuvia.
Miten saamasi tulos suhtautuu heilurille alkuehdossa annettuun energiaan?

Linkit

tavallinen heiluri ~ (heiluril.mws)

kaksoisheilurin liikeyhtaloiden johto  (lagrange.mws)
normaaliryhmé

faasitaso
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