Laskuvarjohyppy

Heittoliikkeeseen kuuluu keskeising tekijoind maan vetovoima seké ilmanvastuksen aiheuttama
nopeudelle vastakkaissuuntainen voima. Néité voimia sovelletaan myos mallinnettaessa
laskuvarjolla hyppéémista.

Tarkastellaan ensin vapaata putoamista. Putoajaan vaikuttava voima aiheuttaa kiihtyvyyden, joka
saa aikaan nopeuden. Yleisessa muodossa voimalle patee
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Tassa b on ilmanvastuskerroin, v skalaarinen nopeus, v nopeus vektorina ja el nopeuden
suuntainen yksikkovektori. Liikeyhtalo saa talléin muodon
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Tama on heittoliikkeen differentiaaliyhtélo yleisessd muodossa.
Tehd&éan tarvittavat laskut laskuvarjohyppééjan lentoradan ja -nopeuden selvittamiseksi. Edella
esitetty ilmanvastusmalli on vain approksimaatio todelliselle ilmanvastukselle. On myds
huomattava, ettd mikéli hyppadja putoaa ilman varjoa, ilmanvastustekija on aivan eri suuruinen
kuin varjon kanssa.
Laskujen aluksi on syyta havittad mahdollisista aiemmista laskuista jadneet muuttujat.
[ > restart;

Maaritellaén differentiaaliyhtalo normaaliryhména, jossa on erikseen x ja y-komponentit.
> ryhma:= diff(x(t), ©)=u(t), m*diff(u(t),

t)=-b*sqrt(u()"2+v(t)"2)*u(t), diff(y(t), t)=v(t), m*diff(v(D),
t)=-m*g-b*sqrt(u(t)"2+v(t)"2)*v(t);
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Probleeman tuntemattomat funktiot ovat vaakasijaintia kuvaava x(t) seké& korkeus y(t) ja vastaavat
nopeudet u(t) ja v(t).

> tuntemattomat:= x(t), y(t), u(t), v(bv);
tuntemattomat := x(t), y(t), u(t), v(t)

Maaritetddn parametrit ja valitaan alkuehdot lentokoneesta hypéttéessa. Oletetaan hitaasti lentava
koulutuslentokone.

[ > m:= 70: b:= 30: g:= 9.81:
[ > alkuehto:= x(0)=0, y(0)=1000, u(0)=20, v(0)=0;
alkuehto :=x(0) =0, y(0) =1000, u(0)=20,v(0)=0

Ratkaistaan differentiaaliyhtdloryhma. Kaytetddn startinit=true -parametria, koska
my6hemmin kaytettdvd fsolve-komento vaatii sita.

> rtk:= dsolve({ryhma,alkuehto}, {tuntemattomat}, type=numeric,
output=listprocedure, startinit=true);

rtk := [t=(proc(t) ... end proc), u(t) = (proc(t) ... end proc),
v(t) = (proc(t) ... end proc), x(t) = (proc(t) ... end proc), y(t) = (proc(t) ... end proc)]

Poimitaan ratkaisusta hyppadjan lentorataa ja nopeutta kuvaavat komponentit listaksi.

> rata:= subs(rtk, [x(t), y(DD:
nopeus:= subs(rtk, [u(t), v(t)]):

Piirretddn kuva laskuvarjohyppééjan lentoradasta. Huomaa koordinaattiakselien eri skaalat!

' > plot([rata[], 0..250], view=[0..10, 950..1000]):
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[ > fsolve("rata[2](t)=0%);
209.5020688

Lentorata ei muodostunut kovin pitkaksi ja laskeutuminen kilometrin korkeudelta tapahtui n. 3.5
minuutissa. Tarkastellaan viel&d hyppéadjan nopeutta.

> plot(nopeus, 0..250, view=[0..5, -6..20]);
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r > array([seq(-nopeus(k) , k=1..10)1);

1.39847293733887912 -4.27034825310804944 |
0.187609380336178743 -4.76782066528266580
0.0241774977076799381  -4.78395009633720392
0.00311122728553184019  -4.78434080128117501
0.000400330576333358652  -4.78434930795562608
0.0000515032279070221438 -4.78434948211397604
0.661337118742183835 10  -4.78434948550800243
0.840283652130947287 10°  -4.78434948556210849
0.101321617622732455 10°  -4.78434948556217332
| 0.817316838584510061 10°  -4.78434948556245665 |

Vaakasuuntainen nopeus lahes héviaa ja putoamisnopeus asettuu vajaaseen 4.8 m/s nopeuteen jo
kahden ensimmadisen sekunnin aikana. Hyppadjan putoamisvauhti maahan on siis noin 17 km/h,
joka on suurenpuoleinen jaloilla vastaanotettavaksi.

Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta, jossa hyppadja ei avaa varjoaan valittomasti. Tehdaan
vastaava tarkastelu kuin edell&, paitsi ettd ilmanvastuskerroin b muuttuu hyppééjan avatessa
varjon. Oletetaan, ettd ilman varjoa hyppadvan ihmisen maksiminopeus (vaikuttavien voimien
summa on 0) eli ns. terminaalinopeus on runsaat 200 km/h eli n. 60 m/s. Talloin

m
ilmanvastuskerroin voidaan ratkaista yhtalésta F =m g — b v? = 0, jolloin b = _g.

V2

> p0:= 70*9.81/60"2;




b0 := 0.1907500000

Jotta voimme muuttaa ilmanvastuskertoimen arvon b, = 0.19075 varjon auetessa arvoon b = 30,
tarvitaan funktio, joka mallintaa muutoksen. Tallaiseksi sopii

> f-= X—>1—eXp(_eXp(2*X_O-5));
(2x-08),

f=x—>1-¢e

Funktion derivaatta muuttuu nopeasti kohdassa yksi lahisalla. Tasta voi aiheutua ongelmia
myO6hemmin numeerisessa differentiaaliyht6lon ratkaisussa.

Funktion kuvaaja ndyttéa seuraavalta:
> plot(f(x), x=-10..10, view=[-10..10, -0.5..1.5]);
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Maaritetddn putoamisyhtélot uudestaan. llmanvastuskerroin maaraytyy nyt funktiosta

"> bb:= t->b0+(b-b0)*F(t);
bb :=t — b0 + (b — b0) f(t)

ja uusi yhtaléryhma on

| > ryhma2:= diff(x(t), t)=u(t), m*diffu(t),
t)=-bb(t-20)*sqrt(u(t) 2+v(t)*2)*u(t), diff(y(t), t)=v(L),




m*diff(v(t), t)=-m*g-bb(t-20)*sqrt(u(t)"2+v(t)"2)*v(t);

d
ryhma2 := & x(t) = u(t),

et 405)
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| Varjon on oletettu aukeavan 20 sekuntia hyppaamishetken jalkeen.

Ratkaistaan yhtéloryhma numeerisesti. Kyseessa oleva yhtaloryhma on hankala ratkaistava
numeerisesti ja oletusarvoilla dsolve-komento suoranaisesti laskee vaarin. Startinit=true
-maadreella laskenta perustuu aina annettuihin alkuarvoihin. Normaalisti laskenta perustuu jo
laskettuihin vélituloksiin. Startinit=true siis hidastaa laskentaa melkoisesti, koska laskenta
aloitetaan aina alkuarvoista, mutta tulos on kuitenkin tarkempi.

> rtk2:= dsolve({ryhma2,alkuehto}, {tuntemattomat},
output=listprocedure, type=numeric, startinit=true);

rtk2 .= [t=(proc(t) ... end proc), u(t) = (proc(t) ... end proc),
v(t) = (proc(t) ... end proc), x(t) = (proc(t) ... end proc), y(t) = (proc(t) ... end proc)]

Poimitaan ratkaisusta hyppadjan lentorataa ja nopeutta kuvaavat komponentit listaksi.

> rata2:= subs(rtk2, [x(t), y(O]):
nopeus2:= subs(rtk2, [u(t), v()]):

Piirretddn kuvaaja hyppéajan lentoradasta, maéaritetaan alastulohetki ja alastulonopeus:

| > plot([rata2[], 0..50], view=[0..200, 0..1000]);
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> alas:=fsolve("rataz2[2](t)=0",t,0..50);

alas := 44.98260040
> nopeus2(alas);

[0.862895471794922922 10, -4.78435027443042405]

Tarkastellaan vield putoamisnopeuksia kokonaistilanteen hahmottamiseksi. Putoamisnopeudet ajan
funktiona ovat

[ > with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

> display(plot(nopeus2, 0..50, view=[0..50, -60..20]), plot([[17,
y, y=-60..20], [20, y, y=-60..20]], color=black));
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[ > rata2(17);
[163.552607016423138, 242.608600315603667 ]
Putoaminen tapahtuu varsin eri tavalla kuin avoimella varjolla. Vaikka varjon avautumishetkeksi
asetettiin 20 s, avautuminen on alkanut askelfunktion mukaisesti muuttamaan ilmanvastuskerrointa

radikaalisti ja siten jarruttamaan putoamista jo aikaisemmin. Nopeus alkaa véhetd noin 250 metrin
korkeudessa, kunt=17s.

Piirretddn kuvaaja kiihtyvyydelle. Koska ratkaisuproseduuria ei voi derivoida, lasketaan
derivaatalle arvioita kdyttamalld erotusosaméaéraa.

Poimitaan aluksi ratkaisuproseduurista nopeuden pystysuuntainen komponentti:

> numv:= subs(rtk2, v(t));
numv := proc(t) ... end proc

Muodostetaan aikavalista 0 - 50 lista 0.5 sekuntin valein.
ﬁ > aitka:= seq(t/2, t=0..100):
Lasketaan nopeuden erotusosaméara aika-listan pisteissé.

> derivpisteet:= seq((numv(t/2+0.00001)-numv(t/2))/0.00001,
t=0..100):




Piirretddn kuvaaja derivaatasta ajan funktiona kayttaen edella laskettuja erotusosamaéaria.

[ > display(plot(zip((x, y)->[x, yl, [aika], [derivpisteet])),
plot(J19, t, t=-10..30], color=black));
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> (numv(19+0.00001)-numv(19))/0.00001;

28.038
[ >

2
Voimakkain jarrutuskiihtyvyys (n. 28 ml’ 3 ) tapahtui kohdassa t = 19 s. Putoamisen
kokonaisajasta avatun varjon kanssa kuluu yh yli puolet, vaikka matka on noin viidennes.
| Tehtava
Milloin hyppadjan on viimeistdan vedettdva varjon avausnarusta, kun oletetaan, etta tdméan on

tapahduttava 3 sekuntia ennen askelfunktiossa kéytettya aikaa? Suurin mahdollinen nopeus
maahan pudotessa ilman loukkaantumista on 10 m/s. Miké on téall6in putoamisen kokonaisaika?
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