Vakioiden variointi kolmannen kertaluvun yhtalolle

Olkoon tarkasteltavana kolmannen kertaluvun lineaarinen epdhomogeeninen differentiaaliyhtalé

"> diffyht:= (X-1)*diff(y(x), x$3)-x*diff(y(x), x$2)+diff(y(x),
x)=exp(x"2);

diffyht := 1 (d_s J (d_z J (E j_ 0f)
iffyht := (x - 1) OIng(X) —X OIXZy(X) Tl Y¥) |=¢

Vastaava homogeeniyhtélo on
"> homogyht:= Ihs(diffyht)=0;

RN -4 £ )+ [Ly00)
omogyht := (x—1) y(x) |—x dXzy(x) + dXy(x) =0

dx®

Taman ratkaisut ovat suhteellisen yksinkertaiset ja pienella pohdiskelulla arvattavissa. Jos y:n
paikalle sijoitetaan eksponenttifunktio, niin yhtélo toteutuu:

> subs(y(x)=exp(x), homogyht):

simplity(%);
| 0=0
Samoin kéy, jos sijoitetaan funktio X%
"> subs(y(x)=x"2, homogyht):
simplity(%);
0=0

Kolmanneksi perusratkaisuksi sopii vakiofunktio, joka kaikkialla saa arvon 1:

S subs(y(x)=1, homogyht):
simplifty(%);

Homogeeniyhtélon perusjarjestelméa on siten

S perusjarj:= [exp(x), x*2, 1];

I perusjarj := [e*, x*, 1]

L inalg-paketista I0ytyvalla mul€iply-komennolla voidaan laskea matriisituloja. Kun kyseessa
on kaksi vektoria, on tuloksena pistetulo. Ladataan paketti kayttéon.

> with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and




unprotected

Homogeeniyhtalon yleinen ratkaisu on:

> homogrtk:= multiply(perusjarj, [ C1, C2, C3]);
homogrtk :=e* Cl+x* C2+ C3

Ep&homogeenisen yhtélon yksittaisratkaisu voidaan hakea vakioiden varioinnilla, jolloin yrite on

> variot:= [u(x), v(x), w()];

variot := [u(x), v(x), w(x)]
> yrO:= multiply(variot, perusjarj);

yr0 := u(x) € + v(x) x> + w(x)
Tama sijoitetaan differentiaaliyhtaloon ja pyritddn maarittdmaan sellaiset funktiot u(x), v(x) ja w(x
), ettd yhtalo toteutuu. Laskua yksinkertaistetaan kuten toisen kertaluvun yhtalon tapauksessakin

asettamalla sopivia lisdehtoja. Toisen kertaluvun tapauksessa naita on yksi, kolmannen kertaluvun
tapauksessa kaksi.

Keratdan derivaatat listaksi:
> derivaatat:= diff(variot, x);

- iy Gy &
derivaatat '_{dx u(x), dXv(x), de(X)}

Muodostetaan yritteen derivaatta
> derl:= diff(yr0, x);

d 1._(2 Jx X (i )2 2 (E j
erl:= qu(x) e"+u(x)e + dXv(x) X"+ 2 V(X) X+ dXw(x)

ja yksinkertaistetaan sité asettamalla funktioiden u, v ja w derivaattoja sisaltavien termien summa
nollaksi:
> termitl:= [seq(coeff(derl, derivaatat[k]), k=1..3)];
termitl := [e*, x% 1]
> nollatermil:= multiply(termitl, derivaatat);

= ) 0 ()
nollatermil := dXu(x) e+ dXv(x) X"+ de(X)

Talldin derivaatta on

> yrl:= simplify(derl, {nollatermil=0});




yrl:=u(x) e +2v(x) x

Edella on kaytetty komentoja tarvittavan lissehdon muodostamiseen ja derivaatan
yksinkertaistamiseen. Tdmé on luontevaa Kirjoitettaessa ohjelmakoodia Maplelle, mutta
interaktiivisessa laskennassa on yksinkertaisempaa poimia tarvittavat termit hiirella.

Vastaavalla tavalla muodostetaan yritteen toinen derivaatta, asetetaan toinen lisaehto ja
yksinkertaistetaan derivaattaa:

[ > der2:= diff(yrl, x);

d X X i
| der2 := (dx u(x)je +u(x)e +2(dx v(x)jx+2v(x)
[ > termit2:= [seq(coeff(der2, derivaatat[k]), k=1..3)];

termit2 :=[¢”, 2 x, 0]
> nollatermi2:= multiply(termit2, derivaatat);

L[4 o4
nollatermi2 := (dx u(x)] e +2 (dx v(x)} X

> yr2:= simplify(der2, {nollatermi2=0});
yr2 ;= u(x) " + 2 v(x)

Yritteen kolmas derivaatta saadaan yksinkertaisesti derivoimalla; lisdehtoja ei enaa aseteta:
"> yr3:= diff(yr2, x);

yr3 = (i u(x)j e +u(x) e +2 (i v(x)J

Yritteen derivaatat sijoitetaan differentiaaliyhtaléon, jolloin saadaan vain funktioiden u, v jaw
derivaattoja koskeva ehto. Funktiot itse supistuvat pois; tima on seurausta siit4, etta yrite
muodostetaan homogeeniyhtélon ratkaisujen avulla.

> ehto:= subs({diff(y(x), x$3)=yr3, diff(y(x), x$2)=yr2,
diff(y(x), x)=yrl, y(xX)=yr0}, diffyht):

factor(%);
(L) o Lo o1y
dXu(x) e+ dXv(x) (x-1)=e

Derivaatat saadaan ratkaistuiksi tasta ehdosta ja aiemmin asetetuista lisdehdoista:

"> derivrtk:= solve({ehto, nollatermil=0, nollatermi2=0},

{derivaatat[]}):
simplity(%);
2 2
{d ) 1 e d ) 1xe" (<24x%) d ) gt
—V(X) =, —W(X)=_ ,—u(X)=————
dx 2 2x+1+x* dX 2 2x+1+x* dx 2x+1+X



Funktiot u, v ja w saadaan tdmaén jélkeen integroimalla. Selkeintd on laskea funktiot maaréattyina
integraaleina alarajan ollessa mielivaltainen. Maplessa listojen integrointi tehdaan integroimalla
jokainen alkio erikseen map-komennon avulla:

> integroitavat:= subs(x=t, subs(derivrtk,derivaatat)):
simplifty(%);

2 2
t(-1+t t t
g ) lte( "(—2+1)

2t+14+8 2 2t4148'2 2t+14F
> fktrtk:= map(int, integroitavat, t=a..x):

simplity(%);
X X X
(t(-1+1)) () ()
te 1 e 1(te "(-2+1)
——— it | ———dt S | ————dt
—2t+1+t 2| —2t+1+t 2| —2t+1+t
a a a

Esiintyvié integraaleja ei onnistuta lausumaan alkeisfunktioiden tai Maplen tuntemien funktioiden
avulla.

Vakioiden varioinnilla on kuitenkin 16ydetty yksittaisratkaisu:

> y0:= multiply(fktrtk, perusjarj):
simplifty(%);

X X X
-1
te(t( +1)) ) 1 e(t ) , 1 (1)
———dte' -~ | Y dtx o | dt
2t+1+t 2| 2t+1+t 2 2t+1+t

a

Ratkaisu voidaan sijoittaa differentiaaliyhtaloon ja tarkistaa, toteutuuko yhtalo:

> subs(y(x)=y0, diffyht):
simplity(%);

Differentiaaliyhtéalon yleinen ratkaisu on siis

> homogrtk+yO0:
simplifty(%);

X X X
2 2

) ) gttt L1 e , 1 tét)(—2+¢)
& Cl+x?_C2+ C3+ | ————dte'—> | ———dtx¢+> | ———dt
2t+1+t 2| 2t+1+t 2| —2t+1+t

a a a




Nimittajien nollakohdan takia tarkastelualue on joko x < 1 tai x > 1. Integraalin alaraja on valittava
siitd alueesta, jota tarkastellaan.

Lukija tutkikoon, miten Maple ratkaisee edelld kasitellyn yhtalon suoraan dsolve-komennolla.
- Linkit
epahomogeenisen yhtalon ratkaisujoukko

vakioiden variointi toisen kertaluvun yht&lon tapauksessa
korkeampien kertalukujen lineaariyhtéalot
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