Eulerin yhtalon muuntaminen vakiokertoimiseksi

Maplea voidaan kayttaa yleisen Eulerin yhtalén muuntamiseen vakiokertoimiseksi yhtaloksi

sijoituksella x = e'. Seuraava esitys toimii periaatteessa mille tahansa kertaluvulle n. Jos n > 20,
alkaa laskenta kuitenkin vaatia varsin paljon resursseja.

Syotetddn Eulerin yhtélon kertaluku ja muodostetaan yhtalo:

> n:=5;

L n:=5

[ > euleryht:= sum(a[k]*x*"k*(DE@K) (y)(xX), k=0..n)=0;
euleryht := a, y(x) +a, x D(y)(x) + a, X* (D(Z))(y)(x) +a, x> (D(3))(y)(x)

+a,x* (0)(y)(x) + 2, (D)(y)(x) =0

Sijoituksen seurauksena syntyy uusi tuntematon funktio u(t) = y(e"). Funktiot y ja u toisiinsa
sitova yhtal0 talletetaan nimelle yht,:

"> yht[0]:= u(t)=y(exp(t));
yhty := u(t) = y(e")

Tata yhtéloa derivoidaan muuttujan t suhteen n kertaa, jotta saadaan vastaavat derivaattojen valiset
yhtélot; ndmaé kerataén listaksi:

> yhtalot:= {seq(diff(yht[0], [t$k]), k=0..n)}:

5

d ty .t ¢ d (%) ty oty
yhtalot := {& u(t) =D(y)(e’) e, u(t) =y(e), Eu(t) =(D ")(y)(e) (e)

(4) ty oty (3) RN (2) R ty t
+10(D “)(y)(e)(e) +25(D ")(y)(e)(e) +15(D ")(y)(e)(e) +D(y)(e)e,
4

d (4) ty oty (3) ty [ty (2) ty [t ty At
@U(t)=(D )(y)(e)(e)) +6(D ")(y)e)(e) +7(D ")y)(e)(e) +D(y)(e)e,

d? (3) 13 (2) R ty At
Eu(t)=(D )(y)(e) (e) +3(D ")(y)(e)(e) +D(y)(e)e,
2

d (2) ty /aty? ty At
Eu(t)=(D )(y)(e) (e)) +D(y)(e)e}

Tuntemattomat, ts. funktion y derivaatat keratddn omaksi listakseen; muuttujaksi otetaan t:

> tuntemattomat:= {seq((Peek) (y) (exp(t)), k=0..n)};
tuntemattomat :=

{y(eh), Dy)(e), (0 )y)(e'), (D) y)(e), (D) y)(e), (D) (y)(eh)}




Jotta alkuperéinen differentiaaliyhtalé saadaan muunnetuksi funktiota u koskevaksi,
yhtéloryhmasta ratkaistaan funktion y derivaatat ja sijoitetaan ndma differentiaaliyht&loon;
muuttujaksi otetaan t:

> sij:= solve(yhtalot, tuntemattomat);

d° d* d? d? d
Eu(t) -10 Eu(t) +35 Eu(t) -50 Eu(t) + 24 &u(t)

(0)(y)(e") = .
(e
—[d—4 u(t)J +6 [d—3 u(t)J -11 [d—z u(t)J +6 (Q u(t))
(4) . dt’ dt® dt? dt
(D)) = X ,
(e)
d? d
) —{E u(t)J+(& u(t)j
(07)(y)(e") = - , ,
(e")
[d—g u(t)]—fs‘(d—2 u(t)]+2£g u(t)J d
(3) o\t dt’ dt . W dt u(t)
(D )y)(e)= 3 ,y(e')=u(t), D(y)(e)=—"
(e ¢

S subs(x=exp(t), euleryht):
vakiokertyht:= subs(sij, %):
simplifty(%);

d d? d d? d?
a, u(t) +a, &u(t) +a, Eu(t) —-a, &u(t) +a, Eu(t) -3a, Eu(t)
d d* d? d? d
+2a, &u(t) +a, @u(t) -6a, Eu(t) +11a, Eu(t) -6a, &u(t)

[d—s t] 10 [d—A t] 35 (d—s tJ 50 (d—z tJ 24 (9 tj—o
o u(t) [~ 108 qu(t) [+35; | gu(t) =502 |~ pu(t) |+ 24as| G ou(t) |=

Talloin on saatu Eulerin yhtdl6a vastaava vakiokertoiminen yhtéld. Jotta tdimé& hahmottuisi
selkedmmin, termit kootaan funktion u derivaattojen mukaan ryhmiteltyina:

"> derivaatat:=[seq(diff(u(t), [t$k]), k=0..m1:

derivaatat { (t) d (t) ¢ (t) N (t) a (t) @ (t)}

\Y = u(t), Zu(t), u(t), —u(t), —u(t), —u

j dt dt? dt® dt* dt®

[ > ryhmitettyvakiokertyht:= collect(vakiokertyht, derivaatat);




d
ryhmitettyvakiokertyht := a, u(t) + (a, —a,-6a,+2a,+ 24 a;) (& u(t)j

d® d®
+(-3a;+a,+11a,-50a,) [E u(t)] +(-6a,+35a;+a,) (E u(t)]

d* d°
+(a,-104a;) (E u(t)j +ag [E u(t)) =0

Saadun yhtalén vasemmasta puolesta voidaan myds poimia eri derivaattojen kertoimet:

> coeffs(lhs(ryhmitettyvakiokertyht), derivaatat);
anya, —-a,—-6a,+2a;+24a,-3a,+a,+11a,-50a;, 6a,+35a,+a5,a,—-104a,, a;
>

Kertoimet ovat todellakin vakioita.
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