Wronskin determinantin differentiaaliyhtalon johtaminen

Wronskin determinantti maéaritelladn homogeenisen lineaariyhtélon ratkaisujen ja niiden
derivaattojen muodostamana determinanttina, mutta sille voidaan johtaa yksinkertainen
differentiaaliyhtéld, joka ndyttédd, miten determinantti riippuu vain yhdesta differentiaaliyhtalossa
olevasta kerroinfunktiosta. Johto on seuraavassa toteutettuna Maplen keinoin. Lukija miettikdon,
millainen tehtdva olisi kasin ratkaistuna (kuten toisen kertaluvun osalta on differentiaaliyhtéldiden
kursseissa perinteisesti tehty).

Syotetadn aluksi kertaluku ja muodostetaan vastaava normaalimuotoinen homogeeninen
differentiaaliyhtald, jossa kerroinfunktioita merkitadn Py, P, jne. Differentiaaliyhtalossa
korkeimman kertaluvun termi annetaan erikseen, muut voidaan antaa summalausekkeena.

n:=3
[ > diffyht:= diff(y(x), x$n)+sum(P[K]JCO*diff(y(x), [x$K]),
k=0..n-1)=0

3

. d d d’
diffyht := 3y(x) +P0(x)y(x)+P1(x) y(x) +P,(x) 2y(x)

Olkooty,, y,, ... , y, differentiaaliyhtalon ratkaisuja. Sijoitetaan nama yhtaldon, jolloin saadaan
seuraavat yhtalot:

> diffyhtsij:= seq(subs(y=y[k], diffyht), k=1..n);

3

d d d
diffyhtsij := [d 3yl(x)J+ Po(X) y,(Xx) +P (x)[ yl(x))+ P (x)[ 2yl(x)J
d® d d®
o 5 Yo%) +PO(X)y2(X)+P1(X)( yz(x)j+P2(X) 2yz(X)
d® d d®
i 5 Y3(X) +P0(X)y3(X)+P1(X)( ys(x)j+P2(X) 2yg,(X)

N&ama ovat voimassa kaikilla arvoilla x

Kerataan ratkaisut listaksi ja tata derivoimalla muodostetaan vastaavat derivaattojen muodostamat
listat. Kun ndmé keratddn matriisiksi, saadaan Wronskin determinanttia vastaava matriisi.
Matriisioperaatioita varten ladataan paketti Iinalg.

(> ratk:= [seq(y[KI(), k=1..m)1;

i ratk := [y;(X), Yo(X), y5(X)]

[ > with(linalg):

> wronskimatr:= matrix([ratk, seq(diff(ratk, x$k), k=1..n-1)]);




wronskimatr ;=

Wronskin determinantti on saadun matriisin determinantti. Tdma kehitetdan ja sijoitetaan oikeaksi

(%) Y,(X) Yo(x) |
d d d

™ y.(x) ix Y,(X) ix Y3(X)
2 d2 d2

_&yl(X) &yz(X) &yg(X)_

puoleksi yht&loon, jonka vasempana puolena on Wronskin determinantin symboli (jolle

differentiaaliyhtél6d haetaan):
"> wronskidet:=

wronskidet := w(x) = yl(x)EOI Y,(X)

d d?
( yl(X)Jyz(X)[ 2yg(X)J
d? d
(dzyl(X)]yz(X)( yg(X))

w(x)=det(wronskimatr);

d? d d?
(&yg(X)] yl(X)[ yg(X)){d 2yz(x))

d d?
—yl(X)J y3(X)[ 2yZ(X)j

d? d
i — ¥1(X) yg(X)( yZ(X)j

Derivoimalla saadaan vastaava Wronskin determinantin derivaattaa koskeva yhtélo:

T > wronskidetder:=

diff(wronskidet, Xx);

d d o d d’
wronskidetder := =~ w(x) =y, (x) | - ¥,() OIE,)/3(X) =Y, (X) | 7 Va(X) 3Yz(x)

dx

d d? d d®
( yl(X)]yz(X)[ 3yg,(X)J ( yl(X)]yg(X)[ 3yz(x)J
d? d d? d
(dsyl(X)]yz(X)( yg(X)J (dsyl(X)Jyg(X)[ yz(X))

Wronskin determinantti ja sen derivaatta on saatu lausutuiksi ratkaisujen ja niiden derivaattojen
avulla. Toisaalta ratkaisut toteuttavat alkuperaisen differentiaaliyhtalon. Jos néista yhtaloista
voidaan eliminoida ratkaisufunktiot derivaattoineen, saadaan ehto, joka sitoo Wronskin
determinantin, sen derivaatan ja differentiaaliyhtélon kerroinfunktiot. Ennalta ei ole selvéd, etta

tallainen yhteys on olemassa.
Ehtoyhtél6itd on n + 2 kappaletta:
"> vhtalot:=

3

htalot {(d
alot .=
y d

d? d
(d 3 yz(x)) +Po(X) ¥,(X) +Py(x) [ yz(x)j +P,(X) {

d
3yg(X)J + Po(X) Y5(X) + Py(x) ( yg(X)j +P,(x) (

{diffyhtsij, wronskidet, wronskidetder};

d2
2 y3(X)J

d2
2 yZ(X))



2

d? d d
(d3y1(x)j+Po(x)yl(x)+P1(x)( yl(x)j+P2(x)( 2yl(x)j 0, w(x) =

d d? d d? d d?
y,(x) yz(X) 2y:,;(x) = ¥,(x) yg(X) 2yz() yl(X) Y,(X) 2y3(><)

d d? d? d
( yl(X)Jyg(X)( —Yo(X) |+ (dzyl(X)Jyz(X)[ yg(X)]
d? d g d d’
OI2yl(X) Y3(X) yz(X) W(X) y1(X) yz(X) OI3y3(><)
d ol3 d d®
= ¥,(X) y3(X) i —Y.(X) |- yl(X) Y,(X) 3y?,(X)

d d? d3 d
yl(X) Y3(X) 3yz(X) d3y1(x) Y,(X) yg(X)

d? d
(d 3yl(><)]yg(><)( Yo(X) |}

Eliminoitavia symboleja ovat ratkaisut ja ndiden derivaatat; yhteensa n(n + 1) kappaletta:

> eliminoitavat:= map(op, [seq(diff(ratk, [x$k]), k=0..n)]);
2 2

d d d d
eliminoitavat -{yl(x) Yo(X), Y5(X), —yl(x) —yz(X) —yg(X) yl(X) _Zyz(x)

2 3 3 3

&%(X), le(x), &yz(X), @)@(X)

Eliminoitaessa Maplen el iminate-komennolla ei ole mahdollista eliminoida funktioita tai
derivaattoja suhteen. Tdma voidaan ohittaa korvaamalla derivaatta- ja funktiomerkinnat
valiaikaisilla muuttujilla.

ﬁ> d2m:= zip((x, y)->x=y, eliminoitavat, [seq(d[k], k=1..4*n)]):
[ > subs(d2m, [yhtalot, {eliminoitavat[]}]):
eliminate(®[1], %[2]);

2
{d,, == (Py(x) dg w(x) + Py(x) dg d,d,—Py(x)d,d,d,ds+P,(x)d;dgd,dg

2 2
—Py(X) dg dgd; + Py(x) dg dy d,— P,(x) dy dy d; dg) / (dg (d, dg — d dg)),
Po(X) d, dg + P,(x) dg dg + P,(x) dg d,

d11:_ d vd1:d11 d7:d7’ dszds’ dg:dgv d4:d41
9

d6d8
dy = 05, 0, = dy, Ay = —Py(x) d = Py(x) d, = P,(x) dy, dg ==~
9




dg (W(x)+d,d,dy—d,d,dg) d
=T A dodd) },{[&w(x)}Pz(x)w(x)}},{{dl():—(Po(x)w(x)
+Py(x) d, d, dy — Py(x) d, d; dy — Po(x) d, d, d + Py(x) d, d, d + P,(x) d, d d,
P,(x) d, dg dg + P(X) d; dg dg — P,(x) d; dg d) /' (ds dg — d d),
dy, = —Py(X) dy — Py(x) dg — P,(x) dg, d, =, dy = dy, dy = dy, d, =d,, dg = d, dg = d, d, =,
dy=dy, dy, = —Py(x) d, — P,(x) dg — P,(x) dy,
g, GG dj;jid(l 0:7 RALA S }{( W(X)J+P2(x)w(x)}} [{

P,(x) d, dy dg + P, (X) w(x) + P,(x) d, d; ds + P,(x) d, d; dg
dy, =—Po(x) d3, dyg=— d.d ,d,=d,,
378
d,=d,, dy=dg d;=d;, d,=d,, dy=d,, d, =—Py(x) d, - P,(x) dg — P,(x) dg, dg =0, dg =0,
w(x) +d, d, d. d
d, = 4 d }{ w(x) +P,(x) w(x)} || {dy, =—Py(x) dy = P,(x) dg,
378

Po(x) w(x) + Po(x) d, d; dg + P,(x) dg d, dg
dy =- d,d ,d; =d,, d;=d;, d, = d,, ds = ds, dg = dg,

w(x) +d, d; dg
dy de |

d,=d,, dyy = —Py(x) d, — P,(x) d, - P,(x) d, dy =0, dg =0, d, =

; :
{(& W(x)j +P,(x) w(x)} |, [{d12 =—Py(x) d; — P,(x) dg, d;y = —Py(x) d; — P,(x) d,,

dy, =-Py(x) d, — P(x) dg, d, =d, d, =d,, d =dg, dg = dg, d, = d,, d, =d,, dy =0, dy = 0,

d i w(x) —d, d, d,
d7=0},{w(x),&w(x)}} {d,=- Ld,

Po(x) d; d, dg - 1(X)W(x)+P1(x)d d, d, + P,(x) d, d, d,

d,,= ,d; =40y,

10 d2 dg 1 1

d;, = —Py(x) d3 — P;(x) dg — P,(x) dg, d, = d,, dg = dg, ds =dg, d, = d,, dy =dj, d;; =—P,(x) d,,
d

dg=0,d. =0}, {[ W(X)j#—PZ(X)W(X)}} [{d1 —Py(x) d; = P,(x) dg — P,(X) dq,

d,=d,, dg=dy, d, =d,, dg=dg, d, =d,, d,y =—Py(x) d, - P,(x) d, = P,(x) d;, d;; =0, dy = 0,
Po(x) d, dg + P,(x) d, dg + P,(x) d, d

d
d,=0,d;=0}, {&W(X), —W(X)}}, {{d10 =

dg ’
P,(x) d, dg + P,(x) dg dg + P,(X) dg d
d,=- g ,d;=d, d, =-Py(x) d; — P,(x) dg — P,(x) d,
9
dg dg d, d

7 Ys d
d,=d, dg=dg dg=dg, d,=d;, d,=d,, dy=d,, d. = J ,d, = d },{W(X),&W(X)}},[{
9 9



d,=0,d,=dy, d,=d, dg=dg, d, =d,, d;=d, d, =d,, d;, =—Py(x) d, — P,(x) dg — P,(x) ds,

d
d,y=—Py(x) d, — P,(x) d, = P,(x) d,, dg =0, d, =0, dy = 0}, {w(x), &W(x)}}, {{

dy, = —Py(x) dy d, =d;, d, =d, d, =d,, d, = d,, dy = dy, dyy = —Py(x) d; — P,(x) d, = P,(x) d,
P.(x)d,d, d, —P,(x)w(x)
B e ,dy=0,d,=0,d,=0, d, =

11 d7 d3 9 ' M6

w(x)
) d; d;

2

d
{(& W(X)j +P,(x) W(X)}}, [{d12 =—Py(x) d;, d;y = —Py(x) d; = P,(x) d,,

d,, =—Py(x) d, — P,(x) dg, d, =d, d, =d,, dg =d, d, =d,, dy = d,, dy =0, dg =0, dy =0,

d
d,=0}, {& w(x), —W(X)}}

Eliminointi onnistuu ja tuloksena e l iminate-komento antaa listojen listan, jonka jokainen alkio
on mahdollinen ratkaisu. Jokaisen ratkaisun viimeiseng alkiona on eliminoinnin tulos polynomin
muodossa. Tarkastelemalla ratkaisuja havaitaan, ettd on 16ytynyt 2 erilaista ratkaisua:

d
(& W(X)j +P,(x) w(x) ja

d
{-w(), w0}

Ensimmainen on yleistapaus ja jalkimmainen on erikoistapaus, jossa kerroinfunktio P, supistuu
pois. Olemme kiinnostuneita yleisesta ratkaisusta, josta muodostamme Wronskin determinantille
ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtalon merkitsemalla polynomin nollaksi:

> wronskiyht:= diff(w(x), x)+P[2](xX)*w(x)=0;

wronskiyht := [i w(x)j +P,(x)w(x)=0

Differentiaaliyhtéld voidaan ratkaista:

S dsolve(wronskiyht, w(x));

—Pz(x) dx]
L w(x)=_Cle
[ >

Huomaa, ettda Wronskin determinantti riippuu vain toiseksi korkeinta kertalukua olevan derivaatan
kerroinfunktiosta.

Lukija voi muuttaa alussa annettua differentiaaliyhtalon kertalukua ja tutkia, miten Wronskin
determinantin differentiaaliyhtalon etsiminen télldin sujuu.
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