Vakiokertoimisen lineaariyhtalon karakteristisen yhtalon
useampikertaiset juuret

Kiinnitetdan aluksi kolme vakiota.

Tarkastelun kohteena olkoon kertalukua n oleva vakiokertoiminen homogeeninen
differentiaaliyhtélo:
n:=3

Taman karakteristinen polynomi on myds astetta n. Polynomilla olkoon nollakohta r, jonka
kertaluku on p (<= n):

[ > p:= 2;

L p:=2
Tarkoituksena on tutkia, onko y = X< ™ yhtélon ratkaisu, kun k=0, 1, 2, ..., q (luontevimmin q >=
p):

S q:= 3;

q:=3
Vakiokertoimisten yhtaldiden teorian mukaan ndin pitdisi olla arvoon k = p - 1 saakka.
Differentiaaliyhtal6 on
> diffyht:= sum(a[k]*diff(y(x), [x$k]), k=0..n)=0;

_ d d d®
diffyht := a; y(x) + a, &y(x) +a, &y(x) +a, Ey(x) =0

Karakteristinen yhtald saadaan sijoittamalla yhtéloon yrite y = e™ ja jakamalla sijoittamisen
jalkeen eksponenttitekija pois. Samaan tulokseen paastaan korvaamalla differentiaaliyhtaldssa
derivaatat vastaavilla muuttujan r potensseilla:

> seq(diff(y(x), [x$k])=r"k, k=0..n):
karaktyht:= subs({%}, diffyht);

— 2 3
karaktyht :==a,+a, r+a,r+a,r=>0

Luku r on p-kertainen juuri, jos ja vain jos se on myos derivaattojen nollakohta kertalukuun p - 1
saakka. Kertaluku voidaan siten karakterisoida seuraavilla ehdoilla:

| > ehdot:= seq(diff(karaktyht, [r$k]), k=0..p-1);




— 2 3 2
ehdot:=a,+a,r+a,r'+a,r=0,a,+2a,r+3a,r =0
Sijoitetaan ratkaisut y = X< ™ (0 <=k <= q) differentiaaliyhtaloon ja tutkitaan, toteutuuko tama,
kun r tayttaa edell& asetetut ehdot:

> subs(y(X)=x"k*exp(r*x), diffyht):
sij:= seq(%, k=0..9):
simplify({%});

(rx)
e

{

3 2 3 2 3.2 2 2 3.3
(agx +3a X" +a, X r+b6a,x+6a,x r+a,x r+6a,+18a,xr+9a,x r+a,xr)

(rx) 2 2 2.2 2 2.3
=0,e (X" +2a Xx+a X r+2a,+4a,xr+a,x r+6ar+6a;xr+a;x r)=0,

(rx)
e (g x+a,+axr+2a,r+a,xr’+3a,r'+a;xr)=0,

(rx)
e (ag+a r+a,r’+a,r’)=0}

> simplify({sij}, {ehdot});

(rx (rx

{6a,xe )+6a3e (0 r

) ) (rx
+18a;xre '=0,2a,e "+6ajre

’_0,0=0}
>

Yhtélon toteuttavia ratkaisuja nayttaa todellakin olevan nollakohdan r kertaluvun p mukainen
maard, kuten teorian mukaan pitaékin.

Polynomiehtojen késittelyyn symboliset laskentajarjestelméat kuten Maple kéayttavat ns. Grébnerin
kantoja. Probleeman monimutkaistuessa ndiden kéytto tulee kuitenkin raskaaksi hyvin nopeasti.

Vaikka edelld oleva lasku voidankin periaatteessa laskea milla tahansa arvoilla n, p, g laskenta
alkaa arvojen kasvaessa vaatia aikaa ja muistia todella paljon. Lukija kokeilkoon!
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