Kayraparven kohtisuorat leikkaajat
napakoordinaattitapauksessa

Esimerkki on jatkoa 'Ké&yraparven kohtisuorat leikkaajat' -esimerkille, jossa vastaavaa ongelmaa
on tarkasteltu suorakulmaisissa koordinaateissa.

Puhdistetaan tyotila:

[ > restart;

Kéyraparvi voidaan antaa my0ds napakoordinaattiesityksena muodossa r = r,(¢). Olkoon annettuna

my0s toinen kayraparvi r = r,(¢). Ehto ndiden kohtisuoralle leikkaamiselle voidaan johtaa
seuraavasti:

Kummankin kéyran pisteiden suorakulmaiset koordinaatit saadaan vektoreista

(> v[1]:= [r[1]1(phi)*cos(phi), r[1](phi)*sin(phi)];
i vy = [ri(9) cos(9), ry(¢) sin(4)]
> v[2]:= [r[2](phi)*cos(phi), r[2](phi)*sin(phi)];

v, = [1y(9) cos(9), ry(9) sin(¢)]

Néissd napakulma ¢ on kéyréparametrin asemassa. Kayrien tangenttivektorit saadaan derivoimalla
kayraparametrin suhteen:

> t[1]:= diff(v[1]. phi);
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> t[2]:= diff(v[2]. phi);

d d ]
t, = _(@ r2(¢)j cos(¢) —r,(¢) sin(¢), (@ r2(¢)j sin(¢) +r,(¢) cos(¢)_

Kéyrien leikkaamisen kohtisuoruusehto on, ettd tangenttivektorit ovat toisiaan vastaan kohtisuorat,
ts. niiden pistetulo on = 0.

Pistetulo muodostetaan I inalg-paketin multiply-komennolla.

[ > with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

C > kohtisuoruusehto:= multiply(t[1], t[2])=0:
simplify(%);
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d
Ratkaisemalla téstéa % r,(¢) saadaan:

> ratkl:= diff(r[1](phi), phi)=solve(kohtisuoruusehto,
diff(r[1]1(phi), phi));

d ri(9) ry(o)
ratkl:=—r(¢)=—"7F—"—
do d

Ottamalla huomioon, etta leikkauspisteesséa r;(¢) =r(¢), r,(¢) =r(¢), saadaan:

C > subs({r[1](phi)=r(phi), r[2](phi)=r(phi)}, ratkl);
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Korvausehto, joka tarvitaan johdettaessa alkuperdisen parven differentiaaliyhtalostd kohtisuorien
leikkajien differentiaaliyhtél®, on siis
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Esimerkkind olkoon kayraparven

> parvi:= r(phi)=C*exp(k*phi);

parvi:=r(¢p)=C e(k¢)

kohtisuorien leikkaajien etsiminen.

1
Kéyréparven kuva arvolla k = E voidaan piirtda p lot-komennolla kayttamalla parametria
coords=polar.

[ > with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

S kuval:=seq(plot(subs(k=0.5, rhs(parvi)), phi=-2..6,
| coords=polar), C=1..10):
> display(kuval, scaling=constrained, view=[-60..60, -120..30]);




Kéyréparven differentiaaliyhtalon johto:
"> derivparvi:= diff(parvi,phi);
d
derivparvi := @ r(¢p)=CKk e(k¢)
> eliminoi:= eliminate({parvi, derivparvi}, C);
eliminoi = | {€ =~203, ¢ S r(9) |- 1) k3
' — k0 Hdg
> diffyht:= eliminoi[-1][]=0;
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Kohtisuorien leikkaajien differentiaaliyhtald saadaan tekemalld alussa johdettu korvaus:
"> diffyht2:= subs(diff(r(phi), phi)=-r(phi)”2/diff(r(phi), phi),
diffyht);
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diffyht2 := — —r($) k=0

Taman ratkaiseminen antaa kohtisuorat leikkaajat:




[ > ratk2:= dsolve(diffyht2, r(phi));
Warning, it is required that the numerator of the given ODE depends on the
highest derivative. Returning NULL.
&
k

ratk2 :=r(¢)=_Cle

Maple ei pida siitd, ettd dsolve-komennolle annetun differentiaaliyhtalon korkein derivaatta on
nimitt4jassa ja antaa siksi varoituksen.

1
Kuva kohtisuorien leikkaajien parvesta arvolla k = Eja molemmista parvista yhdessé:

> kuvaz2:= seq(plot(subs(k=0.5, rhs(ratk2)), phi=-2..6,
| coords=polar), Cl=1..20):
[ > display(kuva2, scaling=constrained, view=[-75..75, -120..30]);
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> display({kuval,kuva2}, scaling=constrained, view=[-75..75,
-120..30]);




asta voidaan ottaa osasuurennus

> display({kuval, kuva2}, scaling=constrained, view=[-0..10,

-5..5D);




[ >
| Tehtavia

Etsi napakoordinaateissa annetun kéyréparven r = C cos(¢) kohtisuorat leikkaajat. Mieti ennen
piirtdmistd, millaisesta kdyraparvesta on kyse.

Tutki, millainen korvausehto saadaan, jos kéyraparvien halutaan leikkaavan 45 asteen kulmassa.
Sovella tatd seké esimerkin alkuperéiseen kayraparveen etta edellisen tehtévén parveen.
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