Kayraparven kohtisuorat leikkaajat

Kéyréparven kohtisuoriksi leikkaajiksi kutsutaan toista kdyraparvea, jonka kayréat leikkaavat
ensinmainitun parven kayrét kohtisuorasti jokaisessa leikkauspisteessd. Kahden kayran kohtisuora
leikkaaminen tarkoittaa leikkauspisteeseen asetettujen tangenttien kohtisuoruutta.

Ongelma on luonteeltaan geometrinen, mutta sill& on merkitys myos sovelluksissa: esimerkiksi
sédhkokentén kenttaviivat ja tasapotentiaalipinnat (tai tasokuvassa tasapotentiaalikayrat) ovat
toisiaan vastaan kohtisuorat.

Poistetaan mahdolliset aikaisemmat muuttujat:

[ > restart;

Yksinkertainen esimerkki kéyréparven kohtisuorista leikkaajista on origokeskinen ympyréaparvi,
jonka kohtisuorat leikkaajat ovat origon kautta kulkevat suorat, kuten seuraava kuvio osoittaa:

[ > with(plots): with(plottools):
Warning, the name changecoords has been redefined

Warning, the name arrow has been redefined

> ympyraparvi:= seq(plot([r*cos(t), r*sin(t), t=0..2*Pi]),
| r=1..7):
[ > suoraparvi:= seq(line([0,0], [7-5*cos(2*t*Pi1/20),
| 7.5*sin(2*t*Pi1/20)]), t=0..20):
[ > display(suoraparvi, ympyraparvi, scaling=constrained);




Annetun kayraparven kohtisuorat leikkaajat voidaan 10ytaa differentiaaliyhtaldiden avulla. Talléin
muodostetaan ensin annetulle parvelle sen differentiaaliyhtdld. Tdma on periaatteessa muotoa y' = f
(x, y) ja antaa siis pisteen (X, y) kautta kulkevan kayran tangentin kulmakertoimen téssa pisteessa.
Saman pisteen kautta kulkevan kohtisuoran leikkaajan kulmakerroin on talléin y' = -1/f(x, y). Taméa
on kohtisuorien leikkaajien differentiaaliyhtalo. Se voidaan kirjoittaa myds muotoon -1/y' = f(x, y),
mista nakyy, ettd alkuperéisen parven differentiaaliyhtalosta padstaén kohtisuorien leikkaajien
yhtéloon tekemalla korvaus
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Korvausta tehtéessa ei yhtalon tarvitse olla normaalimuodossa y' = f(x, y).
Lopuksi ratkaistaan saatu kohtisuorien leikkaajien differentiaaliyhtéld. Yleisessa ratkaisussa
esiintyva maaraaméaton vakio, integroimisvakio, on parven parametri. Kutakin tdmén (sallittua)
arvoa vastaa jokin parven kayra.
Seuraava esimerkki valaisee menettelya.

Olkoon annettuna kayraparvi, missa parven parametriksi on merkitty C:

> yhtalo:= y=C*x*exp(x"2+y”"2);

0 +y%)
yhtalo:=y=Cxe



Koska yhtalod ei voida ratkaista muuttujan y suhteen, on kuva parvesta piirrettava kirjoittamalla
yhtélé muotoon

y
C= 2 2
(x"+y7)
Xe

ja piirtdamalla oikeana puolena olevan kahden muuttujan funktion korkeuskayrid. Tdmé voidaan
tehdd Maplen komennolla contourplot:

[ > carvot:= -0.64, -0.32, -0.16, -0.08, -0.04, -0.02, -0.01, O,
| 0.01, 0.02, 0.04, 0.08, 0.16, 0.32, 0.64:

[ > kuval:= contourplot(y/(x*exp(x"2+y"2)), x=-2..2, y=-2..2,

| contours=[carvot], grid=[50, 50], color=black):

[ > display(kuval, scaling=constrained);
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Parven differentiaaliyhtalon johtamiseksi ajatellaan, ettd muuttuja y on x:n funktio:

"> parvi:= subs(y=y(x), yhtalo);

: o +y(0%)
parvi :=y(x)=Cxe

Differentiaaliyhtélo saadaan derivoimalla parven yhtalo ja eliminoimalla alkuperéisesta ja
derivoidusta yhtalostéa parviparametri C:




[ > derivparvi:= diff(parvi, X);

d 2 d 2
%ﬂwmwh=a;wxr=Ce“+“”)+Cx(2x+2yU)( yu{D ey
> eliminoi:= eliminate({parvi, derivparvi}, C);

'_J&J__}{ ( WXJX+VU)+2WXM<+ZWX)( Wxﬂx}]

eliminoi :=| {C =
X e 0 +y(0?)

Eliminate -komento antaa listan, jonka viimeisenda alkiona on eliminoinnin tulos polynomin
muodossa. Ratkaisu muunnetaan yhtalomuotoon merkitsemalla polynomi nollaksi.

> diffyht:= eliminoi[-1][]=0:

diffyht := —(d y(x)jx+y(x)+2y(x)x +2y(x) (d y(x)jx 0

Tastd saadaan kohtisuorien leikkaajien differentiaaliyhtal® tekemalld edelld esitettu korvaus:

> diffyht2:= subs(diff(y(x), x)=-1/diff(y(x), x), diffyht);

2
+y(x)+2y(x)x2—%:0

a;y(X) a;y(X)

diffyht2 :=

Differentiaaliyhtélo ratkaistaan ja saadun ratkaisun avulla muodostetaan kohtisuorien leikkaajien
yhtélo:

[ > ratk:= dsolve(diffyht2, y(X));

J2+4 Cl+8 CLX J2+4 cl+8 CLX?
2 1y(X):_ 2

> parvi2:= y(x)™2=rhs(ratk[2])"2;

ratk := y(x) =

: 2 1 2
parvi2 := y(x) =§+_Cl+2_C1x
> yhtalo2:= subs({y(x)=y, _Cl1=C}, parvi2);

1
yhtalo2 -y ——+C+2Cx

Parviparametrina on integroimisvakio _C1, jota on merkitty lyhyemmin C.
Kohtisuorien leikkaajien parvi voidaan piirtdd samalla menettelylld kuin alkuperéinen parvi:

> lauseke2:= solve(yhtalo2, C);
—1+2y?

2(1+2x%)
> carvot:= -0.8, -0.7, -0.6, -0.5, -0.4, -0.3, -0.2, -0.1, 0, 0.1,

lauseke? =




0.2, 0.4, 0.7, 1.1, 1.6, 2.2, 2.9, 3.7;
L carvot :=-0.8,-0.7, -0.6, -0.5, -0.4, -0.3,-0.2,-0.1,0,0.1, 0.2, 0.4,0.7, 1.1, 1.6, 2.2, 2.9, 3.7
[ > kuva2:= contourplot(lauseke2, x=-2..2, y=-2..2,
| contours=[carvot], grid=[50, 50], color=black):
[ > display(kuva2, scaling=constrained);
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Molemmat parvet samassa kuvassa:

> display(kuval, kuva2, scaling=constrained);




[ >
| Tehtava
Muodosta hyperbeliparven x* — 2 y* = C kohtisuorat leikkaajat.

" Linkit

kéayraparven differentiaaliyhtalo
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