Usean yhtalon ryhméan ratkaiseminen yhteen yhtaloon

palauttamalla

Olkoon tarkasteltavana kolmen differentiaaliyhtédlén normaalimuotoinen ryhma, jossa
tuntemattomina funktioina ovat x(t), y(t) ja z(t):

[ > dyl:= diff(x(t), ©)=x()+y(t)-z(t)+1;
dy2:= diff(y(t), t)=—x(O)+5*y(t)+z(t)+t;
dy3:= diff(z(t), t)=-2*x()+2*y()+4*z()+t"2;

dyl ::%x(t) =x(t)+y(t)—z(t)+1
dy?2 :=%y(t) =—X(t)+5y(t) +z(t) +t

dy3 :=iz(t) =2 X(t) +2y(t) + 4 z(t) +
[ > funktiot:= [x(t), y(t), z(O)];
funktiot := [x(t), y(t), z(t)]

Ryhmé pyritaén ratkaisemaan eliminoimalla ensin yhtal6ist4 funktiot x ja y, jolloin saadaan
yksinomaan funktiota z koskeva differentiaaliyhtal®. Tata varten kaksi ensimmaista yhtaléa

[ > dy4:= diff(dyl, t):
dy5:= diff(dy2, t):
dy6:= diff(dy3, t):
dy7:= diff(dy3, t$2):

dyl, dy2, dy3, dy4, dy5, dy6, dy7;

%x(t) =x(t) +y(t)—z(t)+ 1, iy(t) =—X(t) +5y(t) +z(t) +t,

dtzy(t):_ Oltx(t) +5 dty(t) + dtz(t) + 1,

d® d d d
Ez(t):—Z [ax(t)jJrZ(&y(t)j+4(&z(t))+2t,
d® d® d® d®
EZ(t):_Z EX(t) +2 Ey(t) +4 Ez(t) +2

Kuudesta ensimmaisesta yhtalosté voidaan ratkaista funktiot x ja y derivaattoineen ja taman
jalkeen sijoittaa lausekkeet perattdin viimeiseen yhtaloon.

derivoidaan kerran ja viimeinen yhtalo kaksi kertaa, jolloin saadaan kaikkiaan seitseman yhtéaloa:



Maaritelladn ensin tuntemattomat:

[ > tuntemattomat:=[diff(y(t), t, t), diff(x(t), t, t), diff(x(o),
), diff(y(t), ©), y(t), x(D];

t‘—[d—ztd—ztgtgttt}
tuntemattomat := e y(t), o x(t), ot x(t), ot y(t), y(t), x(t)

Ratkaistaessa Maplen solve-komennolla ei ole mahdollista ratkaista derivaattojen suhteen, jos
derivaatasta esiintyy useampia kertalukuja. T&méa voidaan ohittaa korvaamalla derivaatta- ja
funktiomerkinnét véliaikaisilla muuttujilla.

> d2m:= zip((X, y)->x=y, tuntemattomat, [seq(d[k], k=1..6)]):
| m2d:= zip((X, y)->x=y, [seq(d[k], k=1..6)], tuntemattomat):
[ > subs(d2m, [{dyl, dy2, dy3, dy4, dy5, dy6}, tuntemattomat]):
solve(w[1], {%[21[1}):
elimsij:= subs(m2d, %);
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Ey(t):— Ez(t) -23 &z(t) +12z(t) +6t°+9-13t,
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> dy:= subs(elimsij, dy7);

d’ d* d 2
dy := E z(t)=10 (E z(t)] - 26 (a z(t)J +12z(t)+61°+12-16t

Tuloksena on kolmannen kertaluvun yhtélo funktiolle z. Tdma voidaan 10yt44 my0ds hieman
suorempaan kayttamalla Maplen e l iminate-komentoa. Myos e l iminate-komennon kéyttd
vaatii edella esitellyt korvaustoimenpiteet.

> subs(d2m, [{dyl, dy2, dy3, dy4, dy5, dy6, dy7},
tuntemattomat]):
eliminate(®[1], {%[2]1[1}):
op(subs(m2d, %)[-1])=0;




d® d? d ,
_EZ(U + 10 EZ(t) — 26 az(t) +12z(t)+6t°+12-16t=0

Yhtélon ratkaisuksi saadaan

> zratk:= dsolve(dy, z(t));

71 5t
zratk := Z(t) = ______+_Cl e(6t) +_C2 e((2+\/5)t) +
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Yhtéléryhman yleinen ratkaisu muodossa x(t), y(t), z(t) saadaan tata ja aiempia lausekkeita
kayttéen:

> subs(elimsij, funktiot):
ylratk:= subs(zratk, %):

simplify(%);
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Tiettyd alkuehtoa vastaavat vakioiden arvot saadaan tdman jalkeen tavalliseen tapaan ratkaisemalla
algebrallinen yhtaloryhmad. Olkoon alkuehtona x(0) = 1, y(0) = -2, z(0) = 3. Tall6in

> subs(t=0, ylratk):
vakiot:= solve({%[1]=1, %[2]=-2, %[3]=3}, { C1, C2, C3}):
simplity(%);
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Vastaava yksittdisratkaisu saadaan sijoittamalla vakioiden arvot yleiseen ratkaisuun:

> yksittratk:= subs(vakiot, ylratk):

simplity(%);
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Ratkaisujen kuvaajat:

S plot(yksittratk, t=0..1, view=[0..1, -20..20], color=red);
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Edella oleva esitys kuvaa, miten eliminointiprosessi ja yhtaloryhman ratkaiseminen tapahtuu. Jos
tavoitteena on ainoastaan saada tietyn alkuarvoprobleeman ratkaisu, paastaan paljon véahemmalla
kohdistamalla Maplen dso I ve-funktio suoraan alkuperéiseen yhtéléryhmaéan ja alkuehtoon:

"> suoraratk:= dsolve({dyl, dy2, dy3, x(0)=1, y(0)=-2,
z(0)=3}, funktiot):

simplify(%);
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Eri tavoilla saadut ratkaisut ovat todellakin samat:



[ > subs(suoraratk, [x(t), y(t), z(t)]):
zip((x, y)->simplify(x-y), %, yksittratk);
L [0,0, 0]
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