RCL-vihtovirtapiiri: resonanssi

Olkoon tarkastelun kohteena tavallinen RLC-vaihtovirtapiiri. Piirissd on kolme komponenttia, R
ohmin vastus, L henryn induktanssi ja C faradin kapasitanssi.
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Piiriin syotettyyn jannitteeseen kohdistuu kolme eri pudotusta,

d
E =L (& I(t)j kaamin yli,
Er,=RI(t) vastuksen yli, seké

1
E.= Eﬁ(t) dt kondensaattorin yli.

Né&iden summasta syntyy piirin Kirchhoffin lain mukainen séhkémotorinen voima E(t). Mikali
piiriin syGtetty jannite on sinimuotoista vaihtovirtaa E(t) = E; sin( t), saadaan piirille yhtélo

0+ r10- i a-gs
E() =L | 1(0) |+ RI(D) + 2| 1() dt = Eg sin(o 1),

Integraalitermisté paéstdan eroon derivoimalla yhtal6 ajan suhteen:

@ [9 j ) _
L dt2I(t) +R dtI(t) + C =E, o cos(mt)

Tama on differentiaaliyhtalo pakotetulle vérahtelylle, jossa ulkoinen pakottava jannite on
sinimuotoinen amplitudina E,,.

Jos E(t)=0, kyseessé vapaa varahtelypiiri ja differentiaaliyhtdlé6 on homogeeninen.

Jos piirissa ei ole vastusta, ts. R = 0, piiri on vaimentamaton. Vastuksen olemassaolo merkitsee,
etta piirissé on vaimennnus.

Tarkastellaan differentialiyhtalon ratkaisuja vakioiden L, R, C, E; ja o eri arvoilla.

Aluksi hdvitetddn mahdollisista aiemmista laskuista jadneet muuttujat:



[ > restart;

Virtaa kuvaava toisen kertaluvun yhtalo.

S yvhtalo:= L*diff(i(t), t$2)+R*diff(i(t),
t)+1/C*i1(t)=omega*E[0]*cos(omega*t) ;

d* . d . i(t)
yhtalo := L El(t) +R(&l(t)]+T=mEoc05(mt)

Vaimentamaton tapaus

Vaimentamattomassa tapauksessa piirissé ei ole vastusta ja yhtal6 on
> yhtalol:= subs(R=0, yhtalo);

AN ()
yhtalol := L e i(t) |+ C = E,cos(ot)

Alkuehtona olkoon, ettd piirissa ei tapahdu mitaan:

> alkuehto:= i(0)=0, D(i)(0)=0;
alkuehto := i(0) = 0, D(i)(0) = 0

Taman ratkaisu on

S dsolve({yhtalol, alkuehto}, 1(t)):
ratkaisul:= subs(%, 1(t));

t
Co{ﬁﬁ] CEO L E cos(wt)C

1+0’CL 1+e’CL

ratkaisul :=

t
Ratkaisu muodostuu kahdesta kosinitermista: cos( m] on perdisin homogeeniyhtélon yleisesta

ratkaisusta ja cos(t o) epdhomogeeniyhtalon yksittéisratkaisusta. Edellinen kuvaa piirin sisdista
varéhtelyd, jalkimmainen ulkoisen jannitteen taajuudella tapahtuvaa vérahtelya.

Ratkaisu tdssa muodossa ei kuitenkaan ole péteva, jos nimittdja tulee nollaksi.
E > assume(C>0,L>0);
Olettamalla kapasitanssi ja induktanssi positiivisiksi helpotetaan symbolista ratkaisua.

"> restaajuus:= solve(-1+omega™2*L*C=0, omega);
taai 1 1
restaajuus := ) —
Je-L-" Ac-L-




Nollaksi tuloa vastaavaa pakotteen taajuutta kutsutaan resonanssitaajuudeksi. Tallgin piirin
sisdinen vérahtelytaajuus ja pakotteen taajuus ovat samat. Kyseessa on tilanne, missa
epahomogeenisen yhtalon yksittaisratkaisu saakin erilaisen muodon:

> yhtalo2:= subs(omega=sqrt(C*L)/(C*L), yhtalol);

m EO COS[@J

C~L~

htalo2 := L il t i)
=L~ i =
7 y i) e Cc- L~

[ > dsolve({yhtalo2, alkuehto}, 1(t)):
ratkaisu2:= subs(%,1(t)):
simplifty(%);

t
E,sinl 77— — |t
1 L/C~ '\/L"]
2 L~
Tama on tulkittavissa varahtelytermiksi, jossa virran amplitudi Ejt / (2 L) kasvaa rajatta muuttujan
t mukana. Kaytdnndssa tdma johtaisi piirin palamiseen.
ArvoillaL = 0.1 H, C=0.001 uF, E, = 230 V saadaan resonanssitaajuudella seuraava kuvio:

> subs({L=0.1, C=0.001, E[0]=230}, ratkaisu2?);
plot(%, t = 0..1.5);

1150.000000 sin(99.99999999 t) t
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Resonanssitaajuus on

> subs({L=0.1, C=0.001}, restaajuus[1l]);
100.

Jos pakotteen taajuus on lahelld resonanssitaajuutta, saadaan erikoinen vérahtely:

> subs({L=0.1, C=0.001, E[0]=230, omega=90}, ratkaisul);
plot(%, t = 0..1.5);

—108.9473684 c0s(99.99999999 t) + 108.9473684 cos(90 t)
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Tassa pakote aluksi vahvistaa piirissa kulkevaa virtaa kuten resonanssitaajuuden tapauksessakin,
mutta koska taajuudet eivét olekaan tdsmalleen samat, varéhtelyt siirtyvat véhitellen vastakkaisiin
vaiheisiin, ja pakote alkaa sammuttaa piirin virtaa.

Syntynyt vérahtely voidaan myos ymmartaa sinivarahtelyksi, jolla on sinimuotoinen vaihteleva
amplitudi:

> (cos(100*t)-cos(90*t) ) -(-2*sin(5*t)*sin(95*t)):
simplity(%);

Vaimennettu tapaus

Yleisen vaimennetun tapauksen ratkaisu on

> yhtalo;
@ (9. j i)
L~ dt2|(t) +R dtl(t) + - = E,cos(mt)
> dsolve(yhtalo, 1(t)):
subs(%, 1(t)):
ratkaisu:= collect(combine(%), { C1, C2, exp}):;

[ (C~R-~/C-2R%_4cC-~ L~)t] [ (C~R+4/ C-2 R2—4C~L~)t]

. 2C~L~ 2C~L~
ratkaisu := e C2+e C1




® Eycos(wt) C~—C~? &’ E, cos(m t) L~ + C~? &’ E, sin(o t) R

+
REC~2 0’ +1-2® C~L~+0 C~?L~?

Ratkaisu koostuu kahdesta termista:

> sisainen:= select(has, ratkaisu, Cl)+select(has, ratkaisu,

_C2);
[ (C~R+4/C~2R2—4C~L~)t] [ (C~R—4/C~2R2—4C~L~)t]
. - 2C~ L~ - 2C~ L~
sisainen :=e Cl+e _C2

> ulkoinen:= subs({ C1=0, _C2=0}, _ratkaisu);
® Eycos(wt) C~ - C~? 0’ E, cos(m t) L~ + C~? o’ E, sin(w t) R

ulkoinen :=
RP°C~?0’+1-20 C~L~+a C~?L-?

Siséisen varéhtelyn termi esittdd vaimenevaa varéhtelyd, silla muuttujan t kerroin kummassakin
eksponentissa on joko negatiivinen reaaliluku tai kompleksiluku, jonka reaaliosa on negatiivinen.
N&ma termit siis kuolevat vahitellen pois.

Ulkoisen varédhtelyn termi voidaan muokata seuraavasti. Pyritddn saattamaan se muotoon, jossa on
vain yksi sinifunktio kertoimena sopiva amplitudi A ja argumentissa sopiva vaihesiirto 9.

> uusimuoto:= expand(A*sin(omega*t+delta));
uusimuoto := A sin(w t) cos(d) + A cos(w t) sin(d)

Vaatimalla ettd sini- ja kosinitermien kertoimet vanhassa ja uudessa esitysmuodossa ovat samat,
saadaan ehdot, joista pyritadan ratkaisemaan A ja o.

> ehdot:= zip((x, y)->x=y, map2(coeff, ulkoinen, [sin(omega*t),
cos(omega*t)]), map2(coeff, uusimuoto, [sin(omega*t),

cos(omega*t)])):
simplifty(%);
{ C-? 0’ E,R
= A cos(d),
RPC~w’+1-20 C~L~+0' C~? L~
C~0E,(-1+0° C~L~)
, =Asin(d)

. RCPeltl-20°C~L~+0' CPL-
[ > solve({op(ehdot)}, {A, delta}):
ratk:= allvalues(%);

1
ratk := AZVR2C~2m2+1—2w2C~ P E, ® C~, 6 = arctan
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A=— E, o C-~
\/ch~2m2+1—2mzc~|_~+m4c~2L~2 °

Pakotteen aiheuttama virta on siis sinimuotoinen amplitudina

> amplitudi:= subs(ratk[1], A);

1
amplitudi := E, o C~
\/R2c~2m2+1—2mzc~|_~+m“c~2|_~2 °

Amplitudi riippuu pakotteen taajuudesta. Pyritddn méaarittamaan maksimiamplitudi ja vastaava
taajuus:

> diff(amplitudi, omega):
derivaatta:= simplify(%);

derivaatta :=
4 2 2
(0 C~"L~"-1)E,C~

1 2
— - 5 (RPC2 0’ +1-20"C~L~+0' CL-?)
L RRC~"0"+1-20 C~L~+0 C~"L~
[ > maksimikohta:= solve(derivaatta=0, omega);

-1 1 1

I
maksimikohta := : : , —
i Je-L~"4c~L="Jc-L-" 4c~L-
> subs(omega=sqrt(C*L)/(C*L), amplitudi);




maksimiamplitudi:= simplify(%);
|_.._

csgn(ﬁ) E,
maksimiamplitudi := —————

Maple on varovainen yhdistellessaan nelidjuuria, ja ainakaan ohjelman versio 6 ei suostunut
sieventaméan lauseketta pidemmalle. Lauseke on kuitenkin yksinkertainen ja kasin sieventamalla

E
paastaan tulokseen R Maksimiarvo saadaan siis resonanssitaajuudella.

Piirretadn pakotteen (ulkoisen jannitteen) ja resonanssitaajuutta vastaavan virran kuvaajat:

> numulkoinen:= subs({L=0.1, C=0.0001, R=5, E[0]=230}, ulkoinen);
0.0230 @ cos(® t) —0.230 10° »° cos( t) + 0.00001150 &’ sin(w t)

~0.00001975 &” + 1. +0.110° »*
> jannite:= subs(E[0]=230, E[O]*sin(omega*t));
jannite := 230 sin(w t)
> res:= subs({L=0.1, C=0.0001, R=5, E[0]=230},1/sqgrt(L*C));
res := 316.2277660
> plot(subs(omega=res, {jannite, numulkoinen}),t=0..0.1);

numulkoinen :=
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Kuviossa on jannite punaisella ja virta vihrealla.




Vastaava kuvio, kun kyseessé ei ole resonanssitaajuus:

[ > plot(subs(omega=280, {jannite, numulkoinen}), t=0..0.1);
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[ >
" Tehtavia

Tutki, miten alkuehtojen muuttaminen vaikuttaa ratkaisuun vaimentamattomassa tapauksessa.
Miten ratkaisun luonne muuttuu, kun ollaan resonanssikohdan lahell&?

Piirrd kuvaaja, joka esittdd vaimennetun tapauksen virtaa pakotteen taajuuden funktiona. Onko
vaimennetun piirin tapauksessa sellainen ratkaisu mahdollinen, jossa virran amplitudi rajatta
kasvaa, ts. piiri palaa?

" Linkit

vaihtovirtapiirin pakotettu varéhtely — (virtap3.mws)
epdhomogeeninen vakiokertoiminen lineaariyhtélo
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