Van der Polin yhtalo

RLC-virtapiirissa oleva vastus vaikuttaa varsin olennaisesti piirissa esiintyviin varahtelyilmiéihin.
Kuitenkin aivan uuden elementin komponenttitekniikkaan toivat aikoinaan puolijohdediodeja
edelténeet tyhjioputket. Tyhjidputken toiminta perustuu siihen, etta putken katodia hehkutetaan
ohjausjannitteelld, joka saa sen elektronit karkaamaan tyhjioon. Putken yli olevan jannitteen
ollessa myotasuuntaan, eletkronit etenevat anodille ja virta kulkee putken lapi. Korkeilla virran
arvoilla rajoitettu kuljettajaelektronijoukko aiheuttaa ohmisen vastuksen putken l&pi kulkeville
elektroneille; tdima vastus kasvaa virran myota. Virran ollessa heikko putkessa oleva
hehkutusjannite ja sen vapauttamat elektronit helpottavat virran kulkua ja putki toimii negatiivisen
vastuksen tavoin. Tdma muodostaa uuden, mielenkiintoisen ilmion: itseaiheutetut oskillaatiot.
Naiden oskillaatioiden kuvaamiseen kdytetdan van der Polin yhtél6a.

Tilanteen lahtokohta on hyvin samankaltainen kuin RLC-virtapiirin yhtalon muodostamissa.

Piirissa syntyvat jannitehaviot perustuvat induktanssiin, resistanssiin ja kapasitanssiin. Kun yhtélo
muodostetaan, ndma tekijat ovat
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Ainoa ero syntyy siis tyhjidputken vastuksesta, joka vakioresistanssin sijaan riippuukin virran
I(t
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kuvaaja tyhjioputken ohmisen vastuksen virtariippuvuudelle.

> plot(i®3/3-i, i=0..3);




Vastus on siis alhaisilla virran arvoilla negatiivinen, ja tyhjiéputken hehkutuksen janniteldhde
syoOttéé energiaa systeemiin. Korkeammilla virran arvoilla vastus muuttuu positiiviseksi.

Piirin yhtalo on
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Jos piiriin ei syotetd alkuhetken jalkeen ulkoista jannitettd (E(t)=0), saadaan virran suhteen
derivoimalla homogeeniyhtald
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Mikali induktanssi ja kapasitanssi skaalataan ykkosiksi, tima on perinteinen van der Polin yhtalo.
Ratkaistaan yhtélon virta ajan funktiona.
Laskujen aluksi on syyta havittdd mahdollisista aiemmista laskuista jadneet muuttujat:

[ > restart;

Yhtélo normaaliryhmén muotoon Kirjoitettuna on

"> ryhma:= diff(i(t), ©)=v(t), L*diff(v(t),
©)+mu* (i (©)2-1)*v (1) +i (£)/C=0;
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[ > tuntemattomat:={i1(t), v(t)};
tuntemattomat := {i(t), v(t)}

Annetaan vakioille arvot ja muodostetaan alkuehto:
> ryhmal:= subs({L=0.1, C=0.001, mu=0.5}, {ryhma});

ryhmal := {0.1 (i v(t)j +05 (i(t)2 —1) v(t) +1000.i(t) =0, % i(t)=v(t)}
> alkuehtol:= i(0)=0.5, v(0)=0;
alkuehtol :=i(0)=0.5,v(0)=0

Ratkaistaan yhtéloryhma.

> rtk:= dsolve({ryhmal[], alkuehtol}, tuntemattomat, type=numeric,
output=listprocedure);

rk :=
[t=(proc(t) ... end proc), i(t) = (proc(t) ... end proc), v(t) = (proc(t) ... end proc)]

Poimitaan ratkaisusta virtaa ja sen muutosta kuvaava termi.
[ > virtal:= subs(rtk, [i(t), v(DD:

Piirretadn kuvaaja virralle.

> plot(virtal[l], 0..2, numpoints=200);
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Systeemi kayttaytyy van der Polin yhtél6ille tyypillisell tavalla. Se kehittda virran oskillaatiota,




joka kasvaa saturoituen raja-arvoonsa. Huomaa kuitenkin, ettd alkuvirta tai sen muutos on
valttamaton vahvistumisen kaynnistdmiseksi.

Tarkastellaan systeemia viela tilanteessa, jossa alkuvirta on saturaatioarvoa merkittavasti
suurempi.

[ > alkuehto2:= 1(0)=5, v(0)=0;
L alkuehto2 :=i(0)=5,v(0)=0

Ratkaistaan yhtéloryhma.

> rtk2:= dsolve({ryhmal[], alkuehto2}, tuntemattomat,
type=numeric, output=listprocedure);

rtk2 :=

L [t=(proc(t) ... end proc), i(t) = (proc(t) ... end proc), v(t) = (proc(t) ... end proc)]
[ > virta2:= subs(rtk2, [1(D), v(D]):

Piirretaan virralle kuvaaja.

"> plot(virta2[1], 0..1);

Esiin tuli van der Polin yht&lon toinen ominaispiirre. Se rajoittaa erittdin tehokkaasti ylisuuria
oskillaatioita ja tuo ne saturaatioarvoonsa. Néin tyhjioputkipiiri toimii todella tehokkaana
varéhtelyn tasaajana.

Seuraavaksi tarkastelemme tilannetta faasitasossa, johon piirretdan virran ja sen aikaderivaatan
saamia arvoja. Tarkastellaan kehitysta matalalla alkuvirralla (vihred), korkealla alkuvirralla




1
(sininen) seka tasapainotilanteessa (punainen). Huomaa derivaatan arvon skaalaus tekijalla E

[ > with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined

[ > display(plot([virtal[1l], virtal[2]/100, 0..0.8], color=green),
plot([virta2[1l], virta2[2]/100, 0..0.35], color=blue),
plot([virtal[l], virtal[2]/100, 1.9..2], color=red),

scal ing=constrained);
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Tama diagrammi osoittaa hyvin selkeésti van der Polin yhtélon kayttaytymistavan. Faasitason
tasapainokdyra on ympyranmuotoinen sopivalla p:n arvolla, mutta tekijdn p suurentaminen johtaa

toisenlaisiin vérahtelykuvioihin. Kuinka suureksi u tulee méérittaa ennen kuin piirin varéhtelyssa
alkaa esiintya kulmikkuutta? Miksi piiri kdyttaytyy siten?
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vaihtovirtapiirin vapaa varahtely — (virtap2.mws)
faasitaso
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