Pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen 1/6 M Sisalts
EsITIEDOT: M maaratty integraali H Hakemisto
KATsO MYOs: M integroimistekniikkad® pinta-aloja ja tilavuuksia

Tasoalueen pinta-ala

Jos funktio f saa valilla]a,b] vain ei-negatiivisia arvoja, sof(x) > 0, kun (-refzglli(_t)io
x € [a,b], voidaan kuvaajay = f(z), x-akselin ja suorier = a, x = b B vl

rajaaman alueen pinta-ala laskea suoraan integraﬁ’lg‘t@;) dx. (reaaliakselin)

Jos valilla[a, b] on f(z) < 0, antaa integraali vastaavan pinta-alan negatiiviselkuvaaja

Jos funktio vaihtaa merkkiaan valilli, b), ottaa integraali x-akselin yla- ja Pinta-ala
alapuolella olevien alueiden alat huomioon positiivisina ja negatiivisina kuWhppaaratty
osoittamalla tavalla. Jos kaikkien osa-alueiden alat halutaan positiivisina, on'VgA"a
la, b] jaettava osiin funktiory nollakohdissa, laskettava erikseen integraali jo-

kaisen osavalin yli ja tuloksia yhteenlaskettaessa otettava osaintegraalien merkit
huomioon.

Usein on yksinkertaisinta ajatella, ettd laskettava ala jaetaan kapeisiin pysty-
suoriin suorakulmioihin ja summeerataan ndiden pinta-alat positiivisina. Tallgin
saadaan Riemannin summa, joka jakoa tihennettdessa, so. suorakulmioita R
nettaessa johtaa maarattyyn integraaliin. Tama ajattelu toimii myos, kun lasket o

tavana on kahden kayran valiin jaava ala. H kayra (taso-)

mannin
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Esimerkki pinta-alan laskemisesta

Olkoon laskettavana sen segmentin ala, joka jaa paraapetimz? ja suoran B segmentti
y = kx + b valiin. Tallgin oletetaan, etta vakiat, & ja b ovat siten valitut, | paraabeli (xy-
ettd suora todella on paraabelin sekantti; oletetaan lisaksi, ettd paraabeli akkedmaateissa)

ylospéin, tsa > 0. H suora (yhtalo)
Ratkaisemalla yhtaléryhma H sekantti
(suora)
y = ax’ M yhtaloryhma
y=kx+b

saadaan paraabelin ja suoran leikkauspisteiden x-koordinaateiksi

k= VE® + 4ab k4 VE? 1 dab

2a 2= 2a .

T
Tassar; < zs.

Yy =ax
y==kx+b

1 vj T

s R i - = vali
Koska segmentti sijaitsee valilla,, =] ja télla valilla suora on paraabelia ermzreaa”akse”n)
pana, on kohdassa = v; sijaitsevan suorakulmion korkeus; + b — av’ ja

kantaAz;, miké johtaa alaa approksimoivaan Riemannin sumnyaan, (kv; + M Riemannin

summa

b — avyi)Az;. Jakoa tinennettaessa tama lahestyy integraalia B madratty
. integraali
/ (kx + b — ax?) dw.
T

. . . . [ integrointi

Integraalin laskeminen antaa pinta-alaksi (kaavat)
(k? +4ab)3/2 H integrointi

6—2‘ (kaavat)
“ [ integrointi

Tulos on patevad myos, jos < 0. Riemannin summassa tosin suorakulmidgijoitus)
korkeuskv; + b — av} on talléin negatiivinen, mutta tasta aiheutuva merkkiviri@integrointi
kumoutuu siina, etta rajojen, ja z, suuruusjarjestys muuttuu painvastaisekgpsittais-)
kuna < 0.
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Tilavuuden laskeminen

Olkoon tarkasteltavana kappale, jonka lapi x-akseli kulkee. Jaetaan tama ohui-
siin viipaleisiin x-akselia vastaan kohtisuorilla tasoilla. Olkoon kappaleen taso-

leikkauksen pinta-alal(v;), kun leikkaava taso on kohdasgsa= v;. Jos tassa
kohdassa olevan viipaleen paksuusory;, on viipaleen tilavuusi(v;)Az;. Ko-

ko kappaleen tilavuutta approksimoi Riemannin sunﬁgﬁ;1 A(v;)Az;, missé a
summeeraus ulotetaan kaikkiin viipaleisiin. Viipaleita ohennettaessa tamajoﬁ aa_
kappaleen tilavuutta esittavaan maarattyyn integraaliin maaralty

integraali
)
/ A(z) dx,
1

missazx; ja x, ovat kappaleen aarimmaisten pisteiden x-koordinaatit.

B Riemannin

Yleensa x-akseli mielletdan vaakasuoraksi. Edella olevassa tarkastelussa akse-
lin ei valttamatta tarvitse olla vaakasuora, vaan aivan yhta hyvin kelpaa minka
suuntainen akseli tahansa, kunhan akselia vastaan kohtisuorien tasoleikkausten
pinta-ala on laskettavissa.
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Esimerkki tilavuuden laskemisesta

Pallonmuotoisen 6ljysailion sade dhja sailiossa on 0ljya korkeuteérsaakka; M pallo
0 < h < 2R. Mika on 6ljyn tilavuus? .

Sijoitetaan kolmiulotteinen xyz-koordinaatisto siten, ettd origo on pallonmuokoprdinaatisto
sen s&ilion keskipisteessa. Symmetria-akseliksi valitaan pystysuora z-akselfxyz-)

ZN

),

Korkeudellaz = v, oleva vaakasuora tasoleikkaus on talloin ympyra, jonka Eympyra
de on Pythagoraan mukaqy‘R2 — vj. Tasoleikkauksen ala on sitet(v;) = ¥ Pythagoraan

lause
m(R*—v7). Vaakasuoran 6ljyviipaleen tilavuutta esittaa tallin lauséke) A z; _
ja koko dliymaaraa Riemannin sumnd’_; A(v;)Az;, missa summeerataarzﬁ'
kaikki 6ljykerrokset huomioon ottaen.

d

emannin
ma

M vali

Oljymaara sijaitsee sailiossa alueella, missa z-koordinaatit ovat ialikah — (reaaliakselin)

R]. (Josh = 0, saadaan vain sdilion alin piste= —R; jos h = 2R, on 0ljya o
valilla [— R, R], so. koko pallossa.) Riemannin summaa vastaa talloin integr:%lém;zra"’llitty

h—R
/ m(R* — %) dz,

R

H integrointi

mika antaa 6ljytilavuudeksi (kaavat)

T 9 [E integrointi
§h (3R —h). (kaavat)
[E integrointi
Jos erityisesth = 2R, saadaan pallon tilavuusr 2°. (sijoitus)
[ integrointi
(osittais-)
H pallo
(tilavuus)
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Pyo6rahdyspinnan ala

Pyorahtakoon kayrg = f(x), r1 < z < x9, x-akselin ympéri, jolloin syntyy H kayréa (taso-)
pyorahdyspinta M pinta

Taman pinta-ala voidaan laskea jakamalla pinta ympyranmuotoisiin suikaleMiginta-ala
x-akselia vastaan kohtisuorilla tasoilla. Jokainen suikale on likimain katkaj tkj .
kartio. Tamén ala on(r, +12)s, missér, jar, ovat ala- ja ylapohjan sateet seig artio

. . atkaistu)
s Slvujanan pituus.

H pinta-ala
Jos leikkaustasot sijaitsevat kohdissa= x;, ovat pohjien sateef(z,_,) ja (pintojen)
f(x;). Sivujanan pituus on Pythagoraan mukaan H pinta-ala
(pintojen)
V@ =2+ () — flay)? = ponja
(katkaistun
~ \/@j —20) 4 o)y — 2m0)? = 1+ fajo)? Ay, k@mon
H sivujana
missa on kaytetty differentiaalikehitelmaa ja merkintég, = z; — ;1. (kartion)
. . . [E Pythagoraan
Summeeraamalla suikaleiden pinta-alat saadaan lause
n H differentiaali-
kehitelma
D w(faja) + Fla))y/ 1+ f(x5-1)2A;. |

Jj=1

Tama ei ole Riemannin summa (koska funktioiden arvoja on laskettu sekagﬁﬁzaﬂm”
teessér;_; etta pisteessa,), mutta voidaan kuitenkin osoittaa, etta jakoa tiheﬂ-mé1

nettdessa paadytaan integraaliin

/502 2rf(x)\/1+ f'(x)? dx,

z1

aratty
integraali

joka siis esittaa pyorahdyspinnan alaa.
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Esimerkki pyorahdyspinnan alan laskemisesta

Pallopinta syntyy ympyrénkaargn= f(x) = v/ R? — x2 pyOréhtaessa x-akselirll pallo

ympari valilla[— R, R]. Koska M pallo
- (tilavuus)
f(x) = T M pallo (ala)

saadaan pyorahdyspinnan alaksi

R 2 R
/ 27V R? — xQ\/ 1+ %dx = / 27 Rdx = 47 R,
_R R — T R

My6s pallon tilavuus voidaan laskea sen pinta-alan perusteella. Pallo jaetaan tal-
I6in samankeskisiksi pallokuoriksi, joiden paksuus/r;. Kuoren tilavuus on
talléin likimain 47rr]2.Arj, jolloin pallon tilavuutta approksimoi Riemannin sum tilavuus

may_,_, 47 Ar;. Pallon tilavuus saadaan siis integraalista: H Riemannin
summa
R B méaaratty
/ drr? dr = %WR:S. integraali
0

pyran ala

Lasku on samanlainen kuin ympyran alan laskeminen kehan pituuden peru#ﬁég-mima”a)

la. Ei siis myoskaan ole sattuma, etta pallon pinta-ala on tilavuuden derivaaﬁa;!mpyran ala

(integroimalla)
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