
Alkeisfunktioiden derivaatat 1/3 � Sisältö
� HakemistoESITIEDOT: � derivaatta,� derivointisäännöt

KATSO MYÖS: � potenssi,� eksponenttifunktio,� logaritmifunktio,� trigono-
metriset funktiot,� arcus-funktiot,� hyperbelifunktiot,� area-funktiot,� in-
tegraalifunktio

Luettelo derivaatoista

Seuraava luettelo on siinä määrin keskeinen, että sen hyvä hallinta kuuluu ma-
tematiikan opintojen kulmakiviin. Samat kaavat tulevat käyttöön myös integroi-
miskaavoina, jolloin ne on luettava oikealta vasemmalle. � alkeisfunktio

Dxα = αxα−1, α ∈ R,

D ex = ex, D lnx =
1

x
,

D sin x = cos x, D arcsinx =
1√

1− x2
,

D cos x = − sinx, D arccosx = − 1√
1− x2

,

D tan x =
1

cos2 x
= 1 + tan2 x, D arctanx =

1

1 + x2
,

D cot x = − 1

sin2 x
= −1− cot2 x, D arccotx = − 1

1 + x2
,

D sinh x = cosh x, D arsinhx =
1√

x2 + 1
,

D cosh x = sinh x, D arcosh x =
1√

x2 − 1
,

D tanh x =
1

cosh2 x
= 1− tanh2 x, D artanh x =

1

1− x2
,

D coth x = − 1

sinh2 x
= 1− coth2 x, D arcothx =

1

1− x2
.
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Derivaattojen johtamisesta: standardiraja-arvojen käyttö

Edellä olevien derivaattojen johtaminen perustuu derivaatan määritelmään ero-� derivaatta
tusosamäärän raja-arvona, funktioiden standardiraja-arvoihin, osamäärän deri-� erotusosa-

määrä
� raja-arvo
(funktion)

� raja-arvo
(standardi-,
funktion)

vointisääntöön sekä käänteisfunktion derivoimissääntöön.

� derivaatta
(osamäärän)

� derivaatta
(käänteisfunk-
tion)

Suoraan erotusosamäärän raja-arvona ja eräiden standardiraja-arvojen avulla
saadaan eksponenttifunktion ja sinifunktion derivaatat:

� eksponentti-
funktio
� sini

lim
h→0

ex+h − ex
h

= lim
h→0

ex
eh − 1

h
= ex;

lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= lim

h→0
cos

(
2x+ h

2

)
sin(h/2)

h/2
= cosx.

Jälkimmäisessä on käytetty myös sopivaa trigonometrian kaavaa.

� trigonometria
(johdannais-
kaavat)

Potenssin derivoimiskaava yleisessä tapauksessa, so. eksponentinα ollessa mikä

�
potenssifunktio

tahansa reaaliluku, saadaan helpoimmin eksponenttifunktion avulla:

d

dx
xα =

d

dx
eα lnx = eα lnx α

x
= αxα−1.

Josα on kokonaisluku tai rationaaliluku, on muitakin tapoja kaavan johtamiseen.

Kosinifunktion derivaatta saadaan palautetuksi edellä johdettuun sinifunktion� kosini
derivaattaan kirjoittamallacosx = sin(π

2
+ x). �

trigonometrinen
funktio
(symmetria)

Hyperbelisinin ja hyperbelikosinin derivaatat voidaan laskea lausumalla funktiot

�
hyperbelifunktio

eksponenttifunktion avulla.

Tangentin ja kotangentin sekä vastaavien hypebolisten funktioiden derivaatat las-

�
trigonometrinen
funktio (yleinen
määritelmä)

ketaan lausumalla funktiot sinin ja kosinin, vastaavasti hyperbelisinin ja hyper-
belikosinin avulla ja käyttämällä osamäärän derivoimiskaavaa. Vaihtoehtoisten
muotojen johtamisessa tarvitaan trigonometrian kaavaa1 = cos2 x + sin2 x ja

� trigonometria
(peruskaavat)

tämän hyperbolista vastinetta1 = cosh2 x− sinh2 x.

� hyperbolinen
kaava
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Derivaattojen johtamisesta: käänteisfunktiot

Logaritmifunktion derivaatta saadaan käänteisfunktion derivoimissäännöllä: Jos
�
logaritmifunktio

� derivaatta
(käänteisfunk-
tion)

y = f(x) = lnx ja tämän käänteisfunktio onx = g(y) = ey, on

f ′(x) =
1

g′(y)
=

1

ey
=

1

elnx
=

1

x
.

Arcus- ja area-funktioiden derivoimiskaavat saadaan samaan tapaan. Esimerkki-� arcus-funktio
� area-funktionä olkoonarcsin:

Olkoony = f(x) = arcsin x ja x = g(y) = sin y, missäy ∈ [−π
2
, π

2
]. Tällöin on

f ′(x) =
1

g′(y)
=

1

cos y
=

1

+
√

1− sin2 y
=

1√
1− sin2 arcsin x

=
1√

1− x2
.
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